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Una mirada previa al calculo:
¢Qué es el calculo?

El calculo es...

e La matematica de los cambios: velocidades y aceleraciones

e El desarrollo de modelos que permite entender situaciones de la vida real - conceptos:
rectas tangentes, pendientes, areas, volumenes, curvaturas...

Estrategia:

Pasar de las matematicas previas al calculo (estaticas) al calculo (dinamico) = reformulacion a
través de un proceso de limite

Matematicas Proceso
previas al cdlculo de limite

Universidad
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Una mirada previa al calculo:
¢Queé es el calculo? Il

Ejemplo: équé podemos hacer con calculo diferencial?

Sin calculo Con calculo diferencial

Valor de fix) | Y=I® | Limite de fix) cuando
cuandox = ¢ | | xtiendeac
|

Pendiente de una recta Pendiente de una curva

Recta secante
a una curva

Recta tangente
auna curva
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Una mirada previa al calculo:
¢Queé es el calculo? Il

Ejemplo: ¢ qué podemos hacer con calculo integral?

Sin calculo Con calculo integral

¥
Area de un Area bajo
rectangulo una curva

| X
Trabajo realizado por / \ = Trabajo realizado por [/ O\ e~~~
una fuerza constante una fuerza variable

¥
Centro de un Tl P Centroide de una
rectangulo . region .
i Tl v
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Una mirada previa al calculo:
El problema de la recta tangente

A partir de una funcidn fy de un punto P de su grafica, encontrar la ecuacion de la
recta tangente a la grafica en el punto P
e  (Calcular la pendiente de una recta secante que pase por P y por otro punto Q de la curva

e Si Q tiende a P, la pendiente de la recta secante de aproxima a la de la tangente - la
pendiente de la recta tangente es el limite de la pendiente de la recta secante

y y Y
3 /
Q(c+ Ax, flc+ Ax)) -
! Rectas
] = ! -
y=fx) » ! secantes
¢ fle .
» ".( flo) 'S Fle + Ax) —£(c)
". :
1 P _
Recta tangente ~ e [ -
p = Recta tangente
< Ax
1
x X x
Recta tangente dela gréﬁca defen P a) Larecta secante que pasa por (¢, fic)) y b) Cuando Q tiende a P, las rectas secantes se aproxi-
(c + Ax, flc + Ax)) man a la recta tangente
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Una mirada previa al calculo:
El problema del area

Determinar el drea de una regidn plana delimitada por graficas de funciones
e  Estimar el drea bajo la curva utilizando varios rectangulos
e La aproximacion mejora al aumentar el numero de rectangulos

e Elareade laregion puede calcularse entonces como el limite de la suma de las areas de los
rectangulos cuando el nimero de éstos crece sin fin

A ¥ y

y=f) y=f(x)

/ -/ - f
/a b la bla b

Area bajo una curva Aproximacion usando cuatro rectangulos Aproximacion usando ocho rectangulos
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Calculo de limites de manera grafica y numérica:
Introduccion a los limites

Descripcion “informal” de limite:

Si f(x) se acerca arbitrariamente a un nimero L cuando x se aproxima a ¢ por cualquiera de los

dos lados, entonces:
lim f(x) = L.
X—>C
limfix)=3
a— f (133}
Ejemplo: estimacion del limite de una funcién de manera grafica \
.

y numerica 3
x —1

flx)= , x#1
x—1

x se aproxima a | por la izquierda. > < x se aproxima a | por la derecha.

1.25

0.9 099 | 0999 | 1 | 1.001 | 1.01 1.1

x 0.75
7 | 3.003 | 3.030 | 3.310

3.813
| I x

I
T
-2 -1

flx) | 2.313 | 2.710 | 2.970 | 2.997

f(x) se aproxima a 3. > < flx) se aproxima a 3.
El limite de f(x) cuando x tiende a 1 es 3
Universidad 1 4
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Calculo de limites de manera grafica y numérica:
Limites que no existen

éCuando decimos que un limite no existe?

COMPORTAMIENTOS ASOCIADOS A LA NO EXISTENCIA DE UN LIMITE

1. f(x) se aproxima a numeros diferentes por la derecha de ¢ que por la izquierda.
2. f(x) aumenta o disminuye sin limite a medida que x se aproxima a c.
3. f(x) oscila entre dos valores fijos a medida que x se aproxima a c.

Ejemplo: Analizar la existencia del limite limsen—

=0 X fx) = sen%
1
X 2/m | 2/37w | 2/57 | 2/77 | 2/97 | 2/11= x—0 A /-\
I I o 8
sen (1/x) 1 —1 I — 1 1 —1 El limite no existe. -1 U I
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Calculo de limites de manera grafica y numérica:
Definicion formal de limite

DEFINICION DE LIMITE

Sea funa funcion definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ (salvo posiblemente
en ¢) y L un numero real. La afirmacion

lim f(x) = L

X—cC L 1L
significa que para todo & > 0 existe un & > 0 tal que si . L/
L+------ |
0<|x—c| <8 -entonces |[f(x)—Ll<e |  F-—--- o
beer /o
| | |
0
NOTA: .
| | |
Algunas funciones carecen de limite cuando x > ¢, pero las T L 5
C+
gue lo poseen no pueden tener dos limites diferentes c
c—0

§

Si el limite de una funcidn existe, entonces es unico
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Calculo de limites de manera grafica y numérica:
Definicion formal de limite Il

Ejemplo:
i i v=d+e|--
Utilizar la definicion formal de limite para demostrar que: veal
lim 3x — 2) = 4 y=d-erf
x—2 [ :
I—x:2+3
Solucion: x=2
v x=2-98
. Probar que para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que al
|(3x—2)—4| <esiempreque0< |x—2]| <6
3__
J Puesto que la eleccion de 6 depende de € es
necesario establecer una relacion entre los valores 2T
-2)- -2
absolutos |(3x—2)—4]|y |x-2] L P
e |(Bx—2)-4]=[3x-6]| =3|x-2| o ;
[ 2 3 4

. Si 6 = ¢/3 entonces 0 < |[x — 2| <6 =¢€/3, lo que ‘ _
) ) El limite de f(x) cuando x se aproxima a
implicaque [(3x—2)—4| =3|x—-2|<3(e/3)=¢ 2es4
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Calculo analitico de limites:
Propiedades de los limites

ALGUNOS LIMITES BASICOS

S1 b y ¢ son nimeros reales y n un entero positivo:

1. limb =05 2. limx=¢ 3. limx" ="

X—C X—C X—C

Demostracion de la propiedad 2:

& cru
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Para todo todo € > 0 existe un 6 >0 tal que |x—c| < esiempreque 0< |x—c| <6

Si elegimos 6 = g, entonces la segunda desigualdad lleva implicita la primera, por lo que
queda demostrada la propiedad

NOTA: En las funciones gue son continuas en ¢, se puede evaluar el limite por sustitucién directa

lim f(x) = f(c)



Calculo analitico de limites:
Propiedades de los limites Il

PROPIEDADES DE LOS LIMITES
Si by ¢ son numeros reales y n un entero positivo, /'y g son funciones con los limites
siguientes:
lim f(x) = L y lim g(x) = K

1. Multiplo escalar: Iim [/ f(x)] = bL
2. Suma o diferencia: Iim[ f(x) £ g(x)] =L+ K
3. Producto: Iim [ f(x)e(x)] = LK

. ) _ L .
4. Cociente: lim——~ = —, siempre que K # 0

xX—c g()() K pred

5. Potencias: lim [ f(x)]" = L"
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Calculo analitico de limites:
Propiedades de los limites Il

Ejemplo: Limite de un polinomio

lim (4x* + 3) = lim 4x% + lim 3 Propiedad 2.
x—2 x—2 x—2
= 4( lim xz) + lim 3  Propiedad 1.
x—2 x—2
— 4(22) + 3
=19

-

Se observa que el limite de la funcidn polinomial
es simplemente el valor de dicha funcion en x =2

Esta propiedad de sustitucion directa es valida
para todas las funciones polinomiales vy
racionales cuyos denominadores no se anulen
en el punto considerado

LIMITES DE LAS FUNCIONES POLINOMIALES Y RACIONALES

Iim p(x) = plc).

X—>C

g(c) # 0, entonces

plc)

lim r(x) = rlc) = 70

X—>C

Si p es una funcion polinomial y ¢ un namero real, entonces:

Si r es una funcién racional dada por r(x) = p(x)/g(x) y ¢ un mimero real tal que

& cru
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Calculo analitico de limites:
Propiedades de los limites IV

LIMITE DE UNA FUNCION RADICAL

St n es un entero positivo. El siguiente limite es valido para toda ¢ si n es impar, y
para toda ¢ > 0 s1 n es par:

lim &/x = /¢

X—C

LIMITE DE UNA FUNCION COMPUESTA

Si fy g son funciones tales que lim g(x) = Ly ll’nlf(x) = f(L). entonces:

X—C

tim () = f(1im g9 | = /(0

& cru
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Calculo analitico de limites:
Propiedades de los limites V

LIMITES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Sea ¢ un numero real en el dominio de una funcién trigonométrica dada.

1. limsenx = senc 2. lim cos x = cos ¢
X—C X—C

3. limtanx = tanc 4. lim cot x = cotc¢
X—C X—C

5. limsecx = secc 6. lim cscx = ¢sc ¢
X—C X—C

Ejemplo: Limites de funciones trigonométricas

a) limtanx = tan(0) =0

x—0 _ _
b) lim (xcosx) = (lim ).:)( lim cos x) = qrcos(m) = —m
X—T X—mT X—*TT

¢) lim sen?x = lim (senx)2 =02 =0

x—0 x—0

& cru
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Calculo analitico de limites:
Técnicas analiticas para calcular limites

FUNCIONES QUE COINCIDEN EN TODO SALVO EN UN PUNTO

Sea ¢ un numero real y f{x) = g(x) para todo x # ¢ en un intervalo abierto que contiene
a c. Si existe el limite de g(x) cuando x se aproxima a ¢, entonces también existe el
limite de f(x) y

lim f(x) = lim g(x).

X—C X—C

Estrategia para el calculo de limites:

e Sijel limite de f(x) cuando x se aproxima a ¢ no se puede evaluar por sustitucion directa, es
necesario encontrar una funcion g que coincida con f para todo x distintode x = ¢

e El limite de g se debe poder evaluar por medio de sustitucion directa para poder concluir
de manera analitica que:
Iim f(x) = 1im g(x) = g(¢)

xX—c x—c

& cru
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Calculo analitico de limites:
Técnicas analiticas para calcular limites Il

Ejemplo: Técnica de cancelacion

2 _
;. . x-t+tx—6
Encontrar el limite: lim
r——3 X + 3

e No se puede realizar una sustitucion directa puesto que el limite del numerador y del
denominador son 0 > 0/0 = indeterminacion

e Si factorizamos el numerador veremos cual es su factor y
comun con el denominador

2+x—6 [+3)x—-2)
x+3 x+73

x— 2= glx), x#* —3

flx) =

e Por tanto, aplicando el “Teorema de las funciones que
coinciden salvo en un punto” tenemos que:

 x*+x—6 )
.1'E>n—13 x+ 3 N xl—l:vn—]fﬁ(x B 2} =9

fno esta definida parax = —3

& cru
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Calculo analitico de limites:
Técnicas analiticas para calcular limites lll

Ejemplo: Técnica de racionalizacion

, . Jx+1—1
Encontrar el limite: ]fn% l .
X—»

. Si realizamos sustitucion directa llegamos a la indeterminacion 0/0

. En este caso, se puede reescribir la fraccion racionalizando el numerador para encontrar el
factor comun

Jrr1l—1_ J.x—|—1—l) x+1+1): (x+1)—1 J o
X x Nvx+1+1) H(x+T1+1) L f@= —II_
= — = , x%0
(a+1+1) J+1+1 —
| —x
. Y finalmente evaluar el limite: -1 I
o Vx+1 -1 ) 1 1 1
lim = lim — - —
x—0 X =0 Jx+ 1+ 1 1 +1 2 -1+

& cru
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Calculo analitico de limites:
Técnicas analiticas para calcular limites IV

Ejemplo: Técnica del encaje y limites trigonométricos especiales

TEOREMA DEL ENCAJE

posible excepcion de la propia c, y si

Iim h(x) = L = lim g(x)

X—C X—C

Si h(x) = fix) = g(x) para todos los x en un intervalo abierto que contiene a c, por la

hix)<f(x)<g(x)

et

fqueda aqui

entonces el 1im f(x) existe y es igual a L.

£
g
! I

X—C

DOS LIMITES TRIGONOMETRICOS ESPECIALES

senx

— 5. l —cosx

lim =0

x—0 X

1. lim

Teorema del encaje
—0 X

NOTA: El teorema del encaje nos servira para demostrar los limites anteriores

& cru
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Calculo analitico de limites:
Técnicas analiticas para calcular limites V

Ejemplo (continuacidn): Técnica del encaje y limites trigonométricos especiales

o ~ sen0@
Demostrar el limite: lim =1
-0 9

. La siguiente figura muestra un sector circular encajado entre dos triangulos

¥

-

(cos 8, sen §)
\ (1, tan )
K e Nauo ‘ , J
: 1 |
Area del triangulo > Area del sector >
tan 0 0

= >

2 2

»tan @

I

e Al multiplicar cada expresion por 2/sen®, tomando sus sen 6
, e . . . ) cosf =
reciprocos e invirtiendo las desigualdades se obtiene:

e Se puede utilizar la técnica del

] , i = iml= lim (sen =1
encaje para concluir que: ) lmcos§=1lylimi=11 (sen 6)/6
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Continuidad en un punto y en un intervalo abierto

Definicion informal de la continuidad de una funcion:

Decir que una funcion f es continua en x = ¢ significa que no hay interrupcion de la grafica de fen c >
la grafica no tiene saltos o huecos en ¢

CONDICIONES DE DISCONTINUIDAD DE FUNCIONES:
1. La funcidn no estd definidaen x=c
2. Noexisteel limitede f(x)enx=c

3. Ellimite de f(c) en x = c existe, pero no es igual a f(c)

¥ ¥y ¥

file) no

esti definida no existe

1

:

1

' lim f(x)
| X—=C

|

|

|

1

1

1

1

1

:

I

L limf(x) # f(c)
1 X—C
1

1

1

1

\

e — - —
-

f . s { .
a b a

{
\
c a C
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Continuidad en un punto y en un intervalo abierto Il

DEFINICION DE CONTINUIDAD

Continuidad en un punto: Una funcion [ es continua en c¢ si se satistacen las tres
condiciones siguientes:

1. f(c) esta definida.
2. lim f(x) existe.

X—C

3. limf(x) = £(o).

Continuidad en un intervalo abierto: Una funcion es continua en un intervalo
abierto (a, b) si es continua en cada punto del intervalo. Una funcion continua en la
recta completa de los numeros reales (—00, C0) es continua en todas partes.

& cru
Universidad 29
San Pablo



Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Continuidad en un punto y en un intervalo abierto Ili

Considerar un intervalo abierto / que contiene un niumero real ¢

e  Sjuna funcidn f esta definida en I (excepto, posiblemente, en c¢) y no es continua en c, se dice
que f tiene una discontinuidad en ¢

CATEGORIAS DE DISCONTINUIDADES

1. Evitables o removibles - f se puede hacer continua redefiniendo apropiadamente f{c)

2. Inevitables o no removibles > f no puede hacerse continua redefiniendo f(c)

¥ ¥ y
A

.

—

—
\
a

/

..___
e & ____
-

é//ﬂ

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
| |
' /
c b

x I

= m el
=T ===

|
|
I
|
' /
c b c

a) Discontinuidad evitable o removible b) Discontinuidad inevitable o no removible ¢) Discontinuidad evitable o removible
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Continuidad en un punto y en un intervalo abierto IV

Ejemplo: Analizar la continuidad de la funcion f(x) = %

& cru

El dominio de f lo constituyen todos los numeros reales distintos de cero
f cumple las tres condiciones de continuidad en todos sus puntos exceptoen x =0

Existe una discontinuidad inevitable en x = 0, ya que no hay modo de redefinir f(0) para
gue la nueva funcién sea continuaenx=0

Discontinuidad

inevitable o no ‘

removibleenx=0

|
—
—
b9 ——
fd
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado

Limites laterales:

1. Limite porla derecha > x se aproxima a ¢ por valores superioresac ==) lim f(x) = L

x—ec™t

2. Limite por la izquierda > x se aproxima a c por valores inferiores a c == lim f(x) = L

X—C

¥ ¥

A A
. X se aproxima
X S€ aproxima a a ¢ por la
¢ por la derecha izquierda
. = X
C<X cC>X
.
a) Limite por la derecha b) Limite por la izquierda
3 —_
. y 4_- 2
Ejemplo: - |

Encontrar el limite de f(x) cuando x se aproxima a -2 por la derecha

f(»‘f}z 'x-"l4—.1’1 lim \m =10 0 | S

x——27 1
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado Il

Cuando el limite por la izquierda no es igual al limite por la derecha, el limite (bilateral) no existe:

EXISTENCIA DE UN LIMITE

Si fes una funcion y ¢ y L son numeros reales, el limite de f{x) cuando x se aproxima
aces Lsiysolosi

Iim f(x) = L y Iim f(x) = L.

X—c” x—ct

Este concepto de limite lateral extiende la definicion de continuidad a los intervalos cerrados:

DEFINICION DE CONTINUIDAD EN UN INTERVALO CERRADO

Una funcion f'es continua en un intervalo cerrado [a, b] si es continua en el inter-
valo abierto (a, D) y

lim f(x) = fla) 'y Iim f(x) = f(b).

La funcion f es continua por la derecha en a y continua por la izquierda en b,

& cru
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado lll

Ejemplo: Continuidad en un intervalo cerrado

Analizar la continuidad de f(x)= J1=x2

El dominio de f es el intervalo cerrado [-1, 1]

e Entodos los puntos del intervalo abierto (-1, 1) f cumple las condiciones de continuidad

e Ademas: y
) S f)=+v1-x*
lim /1 —x2 =0 = f(—1) Continua por la derecha. I
x——17
lim /1 —x*=0=f(1) Continua por la izquierda.
x—1"
X
e Porlo que se puede concluir que: -1 '

f es continua en el intervalo cerrado [-1, 1] y )
Funcion continuaen [—1, ]
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Propiedades de la continuidad

PROPIEDADES DE LA CONTINUIDAD

Sibesunnumero real y /'y g son continuas en x = ¢, entonces las siguientes funciones
también son continuas en c.

1
2.
3.
4

Multiplo escalar: bf
Suma y diferencia: f+ g

Producto: fg
Cociente: i, st g(c) # 0

O

Las funciones de los siguientes tipos son continuas en sus dominios:

1.

2.

3,
4.

Funciones polinomiales:  p(x) = ax" + a,_ x"" '+ -+ ax + qa,
. . p(x)
Funciones racionales: r(x) = —. glx) # 0
q(x)
Funciones radicales: flx) = Yx
Funciones trigonométricas: sen x, cos X, tan x, cot .x, sec .x, csc x
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Propiedades de la continuidad Il

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION COMPUESTA

S1 g es continua en ¢ y fes continua en g(c), entonces la funcion compuesta dada por
(f °g)(x) = flg(x)) es continua en c.

Demostracion:

e  Por definiciéon de continuidad [im g(JC) = g(C) y lim f(*") — f(g(t))

xX—c x—glc)

e Al aplicar el teorema del limite de una funcidn compuesta con L = g(c) se obtiene:

lim f(g(x)) = f(lim g(x)) = f(g(c))

X—C

e Deestamanera,(fo ¢g) = f(g(x)) escontinuaenc
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Propiedades de la continuidad llI

Ejemplo: Prueba de la continuidad

Describir el intervalo o intervalos donde la siguiente funcién es continua:

. Puesto que y = 1/x es continua excepto en x = 0 y la funcidn seno es continua para todos los
valores reales de x, resulta que g(x) es continua en todos los valores reales salvoenx=0

e Enx =0, no existe el limite de g(x) A /\

e  Portanto, g es continua en los siguientes intervalos: = ;
(=90,0)y (0, %) \j U ___________
21
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Teorema del valor intermedio

TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO

Sifes continua en el intervalo cerrado [a, b], fla) # f(D) y k es cualquier numero entre
fla) y f(b), entonces existe al menos un numero c en |a, b] tal que

fle) = k.

NOTA:

e El teorema del valor intermedio suele emplearse para localizar los ceros de una funcion

continua en un intervalo cerrado

e Sif es continua en [a, b], y fla) y f(b) tienen signo distinto, entonces el teorema nos

garantiza la existencia de por lo menos un cero de f en el intervalo cerrado [a, b]
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Continuidad y limites laterales o unilaterales:
Teorema del valor intermedio

Ejemplo:

Utilizar el teorema del valor intermedio para demostrar que

f(x) =x3+ 2x - 1 tiene un cero en el intervalo [0, 1]

e Se observa que f es continua en el intervalo cerrado
[0, 1]

e Dado que:
fO)=034+20)—1=—1 ,
f(y=13+21)—-1=2

resulta que:

fl0)<0yfi)>0
Aplicando el teorema del valor intermedio se concluye que  fes continuaen [0,1] con 10) <0
debe existir algin c en [0, 1] tal que f(c) =0 yfil)>0
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Limites infinitos:
Introduccion a los limites infinitos

DEFINICION DE LIMITES INFINITOS

Sea f una funcion definida en todo nimero real de un intervalo abierto que contiene v
a ¢ (salvo, posiblemente, en el propio c¢). La expresion

lim f(x) = o0

|
|
|
X—cC :
|
|

significa que para toda M > 0 existe una 6 > 0 tal que fix) > M. siempre que 0 < |x — ¢
o

lim f(x) = e

X—C

< &. Del mismo modo, la expresion Mp------ e
| | |
» | | |
lim f(x) = —o0 B
X—C | | |
| | |
significa que para todo N < 0 existe un & > 0 tal que fix) < N, siempre que — Co
| | |
| é’ |

O<|x—¢|<8d.

Para definir el limite infinito por la izquierda. sustituir 0 < [x — ¢| < & por
¢ — & <x < c. Y para definir el limite infinito por la derecha. reemplazar Limites infinitos
O<|x—¢|<dporc<x<c+é.

NOTA:

. El signo de igualdad en la expresién fix) = ©C no significa que el limite exista

J Por el contrario, indica la razon de su no existencia al denotar el comportamiento no acotado de
f(x) cuando x se aproximaac
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Limites infinitos:
Introduccion a los limites infinitos Il

Ejemplo: v

: 3 "
Sea f la funcion dada por f(x) = —— ;
x— 2 6+ I
|
¢Qué ocurre cuando x se aproxima a 2? :
4 I
3 : | . in limi l !

X) decrece sin cota o sin limite cuc
im - — o flx) ¢ LLI‘.UUL’ sin cota o fqm fm] e cuando x , 1 :
x—2" X — 2 se aproxima a 2 por la izquierda. I
1
»-% ) ) ) ) | | | |
lim - — - f{x) crece sin cota o sin limite cuando x ~ —rill : :
w2t X — 2 se aproxima a 2 por la derecha. 4 |
3 |
— —oo,
x se aproxima a 2 por la izquierda. > < x se aproxima a 2 por la derecha. x=2 -4+ : 3
cuando x — 27 - fx) =
64+ | x—2

x 1.5 1.9 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1 2.5 :

flx)| —6 —30 —300 —3000 | ? 3000 | 300 30 6

fix) crece y decrece sin cota o sin limite
f (x) decrece sin cota o sin limite. > < f(x) crece sin cota o sin limite. Cual]dO X tlende a 2

NOTA: Un limite en el que f(x) crece o decrece sin cota cuando x tiende a c se llama limite infinito
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Limites infinitos:
Asintotas verticales

DEFINICION DE ASINTOTA VERTICAL

S1 fix) tiende a infinito (0 menos infinito) cuando x tiende a ¢ por la derecha o por la
izquierda, se dice que la recta x = ¢ es una asintota vertical de la grifica de f.

NOTA:
Si la grafica de una funcidn f tiene una asintota vertical en x = ¢, entonces f no es continuaen ¢

ASINTOTAS VERTICALES

Sean fy g funciones continuas en un intervalo abierto que contiene a ¢. Si fic) # 0,
g(c) = 0, y existe un intervalo abierto que contiene a ¢ tal que g(x) # 0 para todo
x # c en el intervalo, entonces la grifica de la funcion esta dada por

tiene una asintota vertical en x = c.
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Limites infinitos:
Asintotas verticales Il

Ejemplo:
2
: , : - x“+ 2x — 8
Determinar todas las asintotas verticales de la grafica de f(x) = 2 _ 2
e  En primer lugar es necesario simplificar la expresion:
f(xj_xz+1x—8
2_4
ﬂx)_szer—B_(x+4)[x-—-*?}_x+4 Lt )
x2—4 (x +2)x—2) x+2 B N
|
i 4 No definido
e Aplicando el teorema de las asintotas verticales se puede | enx=2
: . , . 2
concluir que existe una asintota vertical en x = -2 i T——
= i I - X
. _ | 2
x-+ 2x — 8 x2+ 2x — 8 + i
s —_ _ - — | Asintota
.rEr—T}?‘ x2—4 - y .r—l:E[:ll““ x2—4 - i —27  vertical
| enx=-2

flx) crece y decrece sin cota o sin limite
NOTA: Es importante observar que x = 2 no es una asintota vertical cuando x tiendea —2
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Limites infinitos:
Asintotas verticales Il

PROPIEDADES DE LOS LIMITES INFINITOS

Sean ¢ y L numeros reales, y 'y g funciones tales que

lim f(x) = oo y Iim ¢(x) = L.

X—C X—C

1. Suma o diferencia: lim [ f(x) + g(x)] = oo

X—C

2. Producto: Iim [ f(x)g(x)] = o0, L > 0

X—C

Iim [ f(x)g(x)] = —o0., L < 0

X—C

g(x)

3. Cociente: lim &2 = O

)

Propiedades analogas son validas para limites laterales y para funciones cuyo limite
de f(x) cuando x tiende a ¢ es — 0.
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Limites infinitos:
Asintotas verticales IV

Ejemplo: Calculo de limites utilizando las propiedades de los limites infinitos

. .
a) Puesto que lim 1 = 1y lim — = oo, se puede escribir
x—0 x—0 X
, I
Iim(1 + — | = oo Propiedad |
x—0 X
b) Puesto que lim (x> + 1) = 2y lim (cot mx) = — oo, se deduce que
x—1- x—1"
7
x=+ 1
Iim — = 0. Propiedad 3

x—17 cot X

c) Alser lim 3 =3y lim cotx = oo, se tiene
x—07 x—07"

lim 3 cot x = oo. Propiedad 2

x—0*
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La derivada:
La derivada y el problema de la recta tangente

El problema de encontrar la recta tangente a la funcion f en un punto P se reduce al de calcular
su pendiente en ese punto

Se puede aproximar la pendiente de la recta tangente usando la recta secante que pasa por Py
por otro punto cercano de la curva

Ax—0

m=— ==
Xy — I] See ﬂI

yf T y] — _ f{{.‘ + ﬁx) _ f{n‘:) (c, flc))

DEFINICION DE LA RECTA TANGENTE CON PENDIENTE m

(e, f(e))
Si f esta definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ y ademas existe el limite /
Recta tangente
. Ay . c + Ax) — f(c ge
lim — = lim I ) ~ 1) =m
Ax—0 Ax  Ax—>0 Ax

entonces la recta que pasa por (¢, f(c)) y cuenta con una pendiente m es la recta
tangente a la grafica de f en el punto (c, f(c¢)).
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La derivada:
La derivada y el problema de la recta tangente Il

Ejemplo:
Calcular las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de f(x) en los puntos (0, 1) y (-1, 2)

fx)=x"+1

Sea (¢, f(c)) un punto cualquiera de la grafica de f: la pendiente de la recta tangente en él se encuentra
mediante:

N o 32 (2 :
lim fle + Ax) — f(o) _ lm [(c + Ax)? + 1] — (¢> + 1) )
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
-2 4+ 2¢(Ax )2 — 2 ; N2 4+
— i & + 2c(Ax) + (Ax)> + 1 — ¢ 1 _ lim 2¢(Ax) + (Ax)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax 34
f)=x2+1
= lim (2(? + Al) = 2c Recta __ 2T Recta tangente

Ax—s0 tangente

en(—1,2) /en (0, 1)

La pendiente en cualquier punto (c, f(c)) de la grafica de fes m = 2¢

|
ro-
I
[ L ol

e Enelpunto(0, 1) la pendienteesm=2(0)=0
. En el punto (-1, 2) la pendientees m = 2(-1) = -2
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La derivada:
Derivada de una funcion

DEFINICION DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION

La derivada de f en x esta dada por

siempre que exista ese limite. Para todos los x para los que exista este limite, f” es
una funcion de x.

Una funcidn es derivable en x si su derivada en x existe, y derivable en un intervalo abierto
(a, b) si es derivable en todos y cada uno de los puntos de ese intervalo

dy d
NOTA: Notaciones mas comunes > f’(l), d_:f }”, a[f(x)], Dx[}’]
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La derivada:
Derivada de una funcion Il

Ejemplo: Uso de la derivada para calcular la pendiente en un punto

Encontrar f(x) para f(x) = /X
Calcular la pendiente de |a grafica de f en los puntos (1, 1) y (4, 2)

Analizar el comportamiento de f en (0, 0)

) B ) T AL y
f(x) = lim flet A9 = f0) lim - t A “
Ax—0 Ax Ax—0 Ax L
— lim Vx + Ax — Vx \[Vx + Ax + Ux
Ax—0 Ax VX + Ax + Vx , (4.2)
= lim o+ Ay — x = lim At

alh Ax(m Pl e e vy B )

= lim , x>0 — e 2
Ax—0 \/x+A,\+f 2\/; ! . I 1 x

0,0) | 2 3 4

En el punto (0, 0) la pendiente no esta definida
La pendiente de f en (x, f(x)), x > 0, es

La grafica de f tiene tangente vertical en (0, 0) m=1/(2\x)
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La derivada:
Derivabilidad y continuidad

éQueé relacion existe entre derivabilidad y continuidad?

f() hmf(x)_f(c)

X—cC X —C

. La derivada de f en ¢ se calcula segun la expresion y
anterior siempre que dicho limite exista > los | (x, f(x))
limites laterales deben existir y ser iguales (c.fle))

. Se dice que f es derivable en un intervalo cerrado \ f(x) = f(c)

[a, b] si:
o esderivableen (a, b)y

o existen ademads la derivada por la derecha
en a y la derivada por la izquierdaen b
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La derivada:
Derivabilidad y continuidad Il

¢Qué relacion existe entre derivabilidad y continuidad?

DERIVABLE IMPLICA CONTINUA

Si f es derivable en x = ¢, entonces f es continua en x = c.

Demostracion: para comprobar que f es continua en x = ¢ bastara con mostrar que f(x) tiende a
flc) cuando x> ¢

im [0 — £(@)] = tim | = o L2 =L — 1 = 0

x—c x—c X —C

Puesto que la diferencia f(x) - f(c) tiende a cero cuando x > ¢, f es continuaen x=c¢

Por tanto:

Si una funcidn es derivable en x = ¢ entonces es continua en ese punto

Si una funcién no es continua en x = ¢ no puede ser derivable en ese punto

Es posible que una funcidn sea continua en x = ¢ sin ser derivable - continua no implica derivable
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La derivada:
Derivabilidad y continuidad llI

Ejemplo: grafica con recta tangente vertical

La funcién b =x1B
] —
fa) = 2V
es continua en x = 0, sin embargo: ; — x
1 2
) x) — 1(0 X1 =0
i L) —FO)
x—0 x—0 x—0 X
) |
i
A £ no es derivable en x = 0, porque tiene
= o0 tangente vertical en ese punto
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
La regla de la constante

LA REGLA DE LA CONSTANTE

La derivada de una funcion constante es 0. Es decir, si ¢ es un nimero real, entonces

d
E[C] = 0.
Demostracion:
y
Sea f(x) = c. Entonces, por la definicion de derivada mediante A
el proceso de limite se deduce que
La pendiente
i[ 1=/ de una recta
dx 1= f X) horizontal es 0
— 1lim fx + Ax) — f(x) Se observa que la regla de la constante equi- fo)=c
Ax—0 Ax vale a decir que la pendiente de una recta :
i .. ‘ La derivada de
_ horizontal es 0. Esto demuestra la relacion una funcién
= lim iste entre derivad dient
Alm que existe entre derivada y pendiente constante es 0 i
= lim 0=20
Ax—0
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
La regla de la potencia

LA REGLA DE LA POTENCIA

Si n es un numero racional, entonces la funcion f(x) = x" es derivable y

d
a[x”] = nx"" 1,

Para que f sea derivable en x = 0, n debe ser un nimero tal que x" ' se encuentre
definido en un intervalo que contenga al 0.

a [x"] = lim (c + Axr = 7
Demostracion: dx Ax—0 Ax
oAy + 2T e g (A —
Si n es un entero positivo — lim 2
Ax—0 Ax
mayor que 1, el desarrollo del nn — 1)xn=2
. . = 17 n—1 .. n—1

binomio resulta E——) = lim [”x + ) (Ax) + - -+ (Ax) }

=" '+0+---4+0

= px" !
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
La regla del multiplo constante

LA REGLA DEL MULTIPLO CONSTANTE

Si f es una funcion derivable y ¢ un numero real, entonces cf también es derivable

y L] = of ().

Demostracion:
el = gim LS < g | HE I
- of g, I = )

NOTA: Las constantes se pueden extraer de la derivada, incluso si aparecen en el denominador

A=l (e o= e

S
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
Las reglas de suma y diferencia

LAS REGLAS DE SUMA Y DIFERENCIA

La derivada de la suma (o de la diferencia) de dos funciones derivables f y g es deri-

vable en si. Ademas, la derivada de f + ¢ (o f — g) es igual a la suma (o diferencia)
de las derivadas de f y g.

%[f (x) + g(x)] = fx) + g'(x) Regla de Ta suma.
L6 = ] =10 - g’ Resta de f difrenca
Demostracion:
d_fi[f(x) + g(0] = Jim Lf(x + Ax) + glx +AxAX)] —[f() +¢g)] _ 1 [f(x + AA? —f) gl + A;j - g(«f)}

o S A) W) gl AN~ g()
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

=) + g'(x)

NOTA: Las reglas de suma y diferencia se pueden ampliar a cualquier niumero finito de funciones
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
Derivada de las funciones seno y coseno

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

i[sen x] = cos x i[cos x] = —senx
dx dx
Demostracion (para f(x) = sen x): y
A y' =0 y = sen x
d [senx] = lim senv + Ax) — senx Definicién de derivad T ' =]
T - chnnicion de derivaaa. | V== o
dx Ax—0 Ax I } v = ]/ N
~ senxcos Ax + cos x senAx — senx y' =1 3 " l 2
= lim 1 I | I
Ax—0 Ax -1 | ! AA |
I I y = I
. cosxsenAx — (sen x)(l — COoS AX) ycreciente  ydecreciente  y creciente
= lim
Ax—0 Ax ” .. R . , ..
¥y pOS][IVﬂ ¥y negatlva y pOSl[l\«"ﬂ
= lim [(cos X) (sen Ax) — (senx)(—1 — o8 Axﬂ " : : : |
Ax—0 AX A)C ' i i i i
B It sen Ax\ I 1 — cos Ax /\ i V:r\
= cosaf Jim L) —sen Jim 07 | ..
n n 2r
= (cos x)(1) — (senx)(0) L 2\/
- vy’ =cosx
= COS X
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
Razdon de cambio

La derivada se utiliza para determinar la razon de cambio de una variable con respecto a otra >
tasas de crecimiento, tasas de produccion, tasas de flujo de un liquido, velocidad, aceleracion...

Uso frecuente: Descripcion del movimiento de un objeto que va en linea recta

La funcidn s que representa la posicion (respecto al origen) de un objeto como funcidon del tiempo t se
denomina funcion de posicion - si durante cierto lapso de tiempo At el objeto cambia su posicion en
una cantidad As = s(t + At) — s(t), entonces su velocidad media es:

) distancia Cambio en distancia  As
Razon = ——— == ' : =
tiempo Cambio en tiempo At
En general, si s = s(t) es la funcidn posicion de un objeto en P st + A — s()
movimiento rectilineo, su velocidad en el instante t es: v(r) = A,}E}o At = s0)

La funcion posicion de un objeto en caida libre bajo la
influencia de la gravedad es:
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Reglas basicas de derivacion y razéon de cambio:
Razén de cambio Il

Ejemplo: Aplicacién de la derivada para calcular la velocidad

En el instante t = 0, un nadador se lanza desde un trampolin que esta a 32 pies sobre el nivel del
agua, y durante la caida, su posicion esta dada por:

s(fy = —161* + 161 + 32
donde s se mide en pies y t en segundos.
NOTA: g = -32 pies/s?

a) ¢éCuanto tarda el nadador en llegar al agua?
Hacemos s =0y despejamos t :
-16t2+ 16t +32=0-> -16(t+1)(t—2) =0, t = 2 segundos

b) ¢éCual es su velocidad en el momento del impacto?
s’(t) =-32t + 16 2 s’(2) =-32(2)+16 = -48 pies por segundo
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
La regla del producto

LA REGLA DEL PRODUCTO

El producto de dos funciones derivables f y g también es derivable. Ademas, su de-
rivada es igual a la primera funcion por la derivada de la segunda mas la derivada de

la primera por la segunda.

LA = F0g () + g0 (o)

Demostracion:
d _ o S+ Ax)gly + Ax) — flv)g)
E[f(X)g(X)] = lim Ax
~ i flr + Ax)glx + Ax) — flx + Ax)g(x) + flx + Ax)g(x) — fx)g(x)
Ax—0 Ax
glx + Ax) — g(x) flx + Ax) — f(x)

= lim f(x + Ax) - lim
Ax—0 Ax—0
= f(0)g'(x) + g(x)f'(x)

NOTA: La regla del producto es extensiva a multiplicaciones con mas de dos factores
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
La regla del cociente

LA REGLA DEL COCIENTE

El cociente f/g de dos funciones derivables f y g también es derivable para todos los
valores de x para los que g(x) # 0. Ademas, la derivada de f/g se obtiene mediante

el denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada
del denominador, todo dividido entre el cuadrado del denominador.

AIW] _ W — e
dx[g(x)} P - sW=F0

Demostracion:

fx + Ax) _ fl)
d [f(ﬂ} _ iy S AY g0 gWf (e + Ay) — fl)e(x + Ax)

Ax—0 Ax Ax50 Axg(x)g(x + Ax)

g)f(x + Ax) — f(0)glx) + f¥)glx) = f)glx + Ax)
Axg(x)g(x + Ax)

_fe+ Ax) — )] . ogle + Ax) — gy)
8(*")L‘iilo Ax } f (*")[Jifo Ax }_ s(F) — f)g' ()

) Jlim [g()g(x + Ax)] B [g(0]?
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de las funciones trigonomeétricas

Conocidas las derivadas de las funciones seno y coseno, la regla del cociente permite establecer
las de las cuatro funciones trigonométricas restantes

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

d T — cop? y d R
dx[tan x] = sec?x dx[COt x] = —csc’x

d [sec x] = sec x tanx i[csc x] = —csc x cotx
dx ' S dx ' )

Demostracion (para f(x) = tan x): Considerando tan x = (sen x) / (cos x) y aplicando la regla del
cociente, se obtiene

(cos x)(cos x) — (senx)(—senx)

cosZy

d
a[tan x] =

cos?x + sen’x ] |
— 5 — = seclx

COSs2 X cos? x
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de las funciones trigonomeétricas Il

Ejemplo: Diferentes formas de una derivada

Derivar ambas formas de la siguiente funcion

] — cosx
y = = CSC X — cotx
sen x

Primera forma:

., _ (senx)(senx) — (I — cosx)(cosx) _ sen’x + cos’x —cosx _ 1 —cosx
2 x sen? x sen? x

sen

Segunda forma:

4

y/ = —cscxcotx + csc?

X

Para demostrar que ambas derivadas son idénticas, basta escribir:

| — cosx 1 1 COS X N
3 =5 = CSC~ X — CSC X cot X
sen- x sen- x senx/\ senx
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de orden superior

La segunda derivada de f es la derivada de la primera derivada de f - la segunda derivada es un
ejemplo de derivada de orden superior

Las derivadas de orden superior se denotan como se muestra a continuacion:

Primera derivada: v’ 1(x), % %[f(_x)], D_[y]
. " 17 d : y d ’ 2
Segunda derivada: y”, 1"(x), a,x-ga di2 L F(0)]. D2[y]
. " 14 d . y d ’ 3
Tercera derivada: V', f (x) ; ﬁ , ﬁ [f (x )], D; [,‘i’]
d4 y d4
Cuarta derivada: }-’(4), f @) (x), S —_4[f ()], D} y]
dx dx
n-ésima derivada: V" F(x), 4y d [ ()], D[ V]
. . ] . dx m b dxn ? X .
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de orden superior Il

Ejemplo de uso: la segunda derivada de la funcidn posicion es la funciéon aceleracion
a(r) = v'(t) = s"(t)
En la Luna, la funcidn posicidn para un objeto que cae en ella viene definida por la funcidn:

s(t) = —0.81# + 2

s(t) es la altura en metros y t es el tiempo en segundos

¢Cuales la relacion entre la fuerza de la gravedad de la Tierra y la de la Luna?

s(f) = —0.81#%> + 2 Funcion posicion
S ’(Z‘) = —1.62¢ Funcién velocidad
.S'”(I) = —1.62 Funcion aceleracion

La aceleracion de la gravedad en la Luna es de -1.62 m/s2. Como sabemos que la aceleracion de la
gravedad en la Tierra es de -9.8 m/s?, la fuerza de la gravedad de la Tierra respecto a la de la Luna es:

Fuerza de gravedad en la Tierra = —9.8 6.0

Fuerza de gravedad en laLuna  —1.62 N
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La regla de la cadena:
Introduccion a la regla de la cadena

La regla de la cadena establece que si y cambia dy/du veces mas rapido que u, mientras que u
cambia du/dx veces mas rapido que x, entonces y cambia (dy/du)(du/dx) veces mas rapido que x

Ejemplo:

En un juego de ruedas dentadas la segunda y la tercera giran sobre un eje comun. Cuando la primera
gira, impulsa a la segunda y ésta a su vez a la tercera. Sean y, u y x los nUmeros de revoluciones por
minuto del primero, segundo y tercer ejes. Encontrar dy/du, du/dxy dy/dx, y verificar que:

dv dy du
dx du dx
i . dy
. El primer eje debe dar tres vueltas para que el segundo complete una > ol 3
. du
. El segundo eje debe dar dos vueltas para que el tercero complete una > i 2
X
@ _ Raz6n de cambio del primer Razén de cambio del segundo ﬂ . @ —3.2=¢6 = Razén de cambio del primer
dx " eje con respecto al segundo gje con respecto al tercero du dx eje con respecto al tercero
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La regla de la cadena:
Introduccion a la regla de la cadenal Il

LA REGLA DE LA CADENA

Siy = f(u) es una funcion derivable de u y ademas # = g(x) es una funcion derivable
de x, entonces y =f{g(x)) es una funcion derivable de x y » :
N Funcién exterior

dy _dy du /N

dx  du dx y = fgx) = f(u)
0 su equivalente . \ ‘ / _

d

—-Lf(g))] = F(g(0))g (). v = fu) - u’

Demostracion: Sea h(x) = f(g(x)). Es necesario demostrar que para x =c, h’(c) = f'(g(c))g’(c)

() = 1im fleW) = fleld) _ [f(g(zf))) —ng(c)) glx) — g(c)} o) £ ¢(0)
g(x) — g(c) x—c

_ [Hm f(g(x)) -f(g(c))}[ﬁm glx) — g(c)} = (e(c))e ()

e g(x) — g(c) xse X —C
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La regla de la cadena:
Introduccion a la regla de la cadena lll

Ejemplo: Descomposicion de una funcién compuesta

y = f(g(x)) u = g y = fu)

1 1

— =x +1 )= —

@ x + 1 e ) u
b) vy = sen2x u = 2x y = senu
) v=3x2—x+1 u=3x2—x+1 y=Vu

d) y=tan’x U = tan x y=u

Ejemplo: Aplicacion de la regla de la cadena

Encontrardy/dxparay=(x*+1)3>u=x2+1

dy _ 3()«:2 + 1)%(2x) = 6x(x> + 1)?
dx —

dy du

du dx
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La regla de la cadena:
La regla general de la potencia

LA REGLA GENERAL DE LA POTENCIA

Sty = [u(x)]". donde u es una funcién derivable de x y n es un nimero racional,

entonces
dy du
i Aln—1
I nfu(x)] I

0 su equivalente

%[u”‘] =nu" 'y’
Demostracion:
dy dyv\(d
Puesto que y = u”", aplicamos la regla de la cadena para obtener A ( Y )( ”) [u ]
dx du )\ dx
n— 1

Por medio de la regla (simple) de la potencia, se tiene DH[H”] = nu

dy du
Y por tanto: — = x)fr-t—
por tanto: —- nl u(x)] .
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La regla de la cadena:
Simplificacion de derivadas

Técnicas para simplificar las derivadas de funciones que involucran productos,
cocientes y composiciones

Ejemplo: Simplificacion por factorizacion de la potencia minima

uf(x) = 21 — x? Funcion original.
::.xz(l ___x2)1/2 Reescribir.
f”(x) Zz_xg'fi'[(l ___x2)]/2] + (1 ——_x2)1/2-£i-[x2] Regla del producto.
dx dx )
= xg[;(l — ,rz)l/z(—lr)} + (] — X2)1/2(2x) Regla general de la potencia.
— —-XB(I ___x3)—1/2 + 2x(1 — x2)1/3 Simplificar.
_ x(l _ Jf2)—1/12[_x12(]) + 2(] — fo)] Factorizar.
~x(2 = 3x?)

Simplificar.

J1—x2
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La regla de la cadena:
Simplificacion de derivadas Il

Ejemplo: Simplificacién de la derivada de un cociente

X

f(x) = m Funcion original.
= (xz n 4)]/3 Reescribir.
2 4 A)/3(1) — N(x2 + 4)-2/3
f’(x) = (x 4) (1) ( ,)xg_l/4 )1(/}: 4) (2x) Regla del cociente.
X2 2/3
1 3(x? +4) — (2x)(1
- g(xz + 4)_2f3[ (x s 1_ 4)(2/;: ) )} Factorizar.
x? + 12

Simplificar.

3(:x2 + 4)43
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La regla de la cadena:
Simplificacion de derivadas llI

Ejemplo: Simplificacién de la derivada de una potencia

— 2
y = (3'f 1) Funcion original.
g x=+3
1 u" ! u
|~ N 7 \
v/ = (3Jf _ 1) d [BX _ 1} Regla general de la potencia.
x*+3)dx|[x*+3
— [2(3x _ 1)][(x2 + 3)(3) _ (3)( _ 1)(2):)} Regla del cociente.
x? + 3 (x2 + 3)? :
= 2(3x — 1)(3):2 +9 —6x? + 2)() Multiplicar.
(2 + 3)}
= 2(3)( _ l)(_3x2 + 20+ 9) Simplificar.
(2 + 3)
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La regla de la cadena:
Funciones trigonométricas y regla de la cadena

“Versiones de la regla de la cadena” correspondientes a las derivadas de las
funciones trigonométricas:

d , d B )
a[sen u] = (cos u) u - [cos u] = —(senu) u
i[tan u) = (sec?u) u’ i[cot u] = —(cse?u) u’
dx dx
i[sec u] = (sec u tan u) u’ i[csc u] = —(csc u cot u) u’
dx dx
Ejemplo: (_L COS U u’
a) y = sen2x y’ = cos 2x di::: [2x] = (cos 2x)(2) = 2 cos 2x
b) vy = cos(x — 1) y' = —sen(x — 1)
¢) y = tan 3x y’ = 3 sec? 3x
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La regla de la cadena:
Funciones trigonométricas y regla de la cadena Il

Ejemplo: Recta tangente a una funcién trigonométrica
e  Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = 2senx + cos2x en el punto (m, 1)

. Determinar todos los valores de x en el intervalo (0, 2rt) en los que la grafica de f tiene una

tangente horizontalmn
Primero se calcula f/(x): f(x) = 2cosx + (—sen2x)(2) = 2cosx — 2sen2x

Para encontrar la ecuacion de la recta tangente en (m, 1), hay que evaluar f/(r):

f(wr) =2cos7 — 2sen2m = —2 y  fe)=2senx+cos 2

Utilizando la forma punto-pendiente, se obtiene la ecuacion de la recta

tangente:
y=—yw=mlx—x) y—-1==-20x—-m y=1-2x+2m

Se puede determinar que f(x) = 0 cuando x = /6, /2, 5n/6y 3n/2 >
f tiene una tangente horizontal en x=n/6, n/2, 5n/6y 31nt/2
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RESUMEN de las reglas de derivacion estudiadas hasta el momento

Reglas generales de derivacion  Sean f, g y u funciones derivables de x.

Regla del multiplo constante: Regla de la suma o de la diferencia:
d d
il — ’ el + — f’ 4 r
lef] = of Slrel=fxg
Regla del producto: Regla del cociente:
d , , d|f|_sf —f¢
_ — + Ll 8L JE
o Lfel =1+ ef o [ g} 22
Derivadas de funciones Regla de la constante: Regla simple de la potencia:
algebraicas d d d
—_— = —_— = n—1 —_— =
dx[c] 0 dx[x“] nx" 1, dx[x] 1
. . d d d
Derivadas de funciones o [senx] = cos x o [tan x] = sec2x = [sec x] = sec x tan x
trigonométricas
i[cos x] = —senx i[cot = =EEre i[csc:x] = —cscxcotx
dx dx dx
Regla de la cadena Regla de la cadena: Regla general de la potencia:
d _ ' ’ d nl — n—1 ’
)] = £ u ] =

& cru
Universidad 75
San Pablo



Derivacion implicita:
Funciones explicitas e implicitas

¢En qué se diferencian las funciones y ecuaciones explicitas de las implicitas?
e  Explicitas > la variable y esta escrita explicitamente en funcion de x

e Implicitas > la variable y no esta escrita explicitamente en funcidn de x

¢Qué hacer cuando es dificil despejar y?
DERIVACION IMPLITICA

e Siaparecen términos que solamente contienen a x > derivacion habitual

e Siaparecen términos donde aparece y - regla de la cadena (y esta definida implicitamente
como funcion derivable de x)

& cru
Universidad 76
San Pablo



Derivacion implicita:
Estrategias para la derivacion implicita

Estrategias para la derivacion implicita

-

Derivar ambos lados de la ecuacion respecto de x.
2. Agrupar todos los términos en que aparezca dy/dx en el lado izquierdo de la
ecuacion y pasar todos los demas a la derecha.

Factorizar dy/dx del lado izquierdo de la ecuacion.
4. Despejar dy/dx.

=

Ejemplo: Encontrar la tangente a la grafica de x? (x?+ y?) = y?
en el punto (v/2/2,V2/2)

_ dy . dy
3 2 y— -2 — y — =
4x° + x (2} dx) + 2xy 2y i 0

dy _ x(2x% + v?)
dx  v(l — x?) -

Pendiente y ecuacion de la recta tangente

dy _ (V2/2)2(1/2) + (1/2)] _ 3/2

dx (V2/2)[1 = (1/2]  1/2
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Razones de cambio relacionadas:
Calculo de razones de cambio relacionadas

Aplicacion relevante de la regla de la cadena: encontrar razones de cambio de dos o mas
variables relacionadas que estan cambiando con respecto al tiempo

Ejemplo: Dos razones de cambio relacionadas
Sean x e y dos funciones derivables de t, relacionadas por la ecuacion y = x> + 3

Calcular dy/dt para x = 1, sabiendo que dx/dt =2 parax=1

e Es necesario derivar ambos lados con respecto t, utilizando la regla de la cadena

y = x4+ 3 Ecuacion original.
d d
—[}-’] = —[x? + 3] Derivar con respecto a 1.
dt dt
dy dx
— = 2x— Regla de la cadena.
dt d

e Cuandox=1ydx/dt=2setiene que % = 2(1)(2) = 4
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Razones de cambio relacionadas:
Solucion de problemas con razones de cambio relacionadas

Estrategia para la solucion de problemas de razones de cambio
relacionadas

1. Identificar todas las cantidades dadas y por determinar. Hacer un esbozo y cla-
sificarlas.

2. Escribir una ecuacion que incluya las variables cuyas razones de cambio se en-
cuentran en la informacion dada o deben calcularse.

3. Utilizando la regla de la cadena, derivar de manera implicita ambos lados de la
ecuacion con respecto al tiempo f.

4. Después de terminar el paso 3, sustituir en la ecuacion resultante todos los valores
conocidos de las variables y sus razones de cambio. Luego se despeja la razon de
cambio requerida.
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Razones de cambio relacionadas:
Solucion de problemas con razones de cambio relacionadas Il

Ejemplo: Velocidad de un avién detectado por radar

Un avion vuela en direccidn a una estacion de radar a 6 millas de altura. Si s esta decreciendo a
razon de 400 millas por hora cuando s = 10 millas, écudl es la velocidad del avion?

Sea x la distancia horizontal al radar, cuandos=10> x = /102 — 36 = 8§
e Ritmo dado: ds/dt = -400 cuando s = 10

X
e Encontrar: dx/dt cuandos=10y x =8 - et
| £
| ¥
x4+ 6% =52 Teorema de Pitdgoras. : r#;
|
r)x@ — 23@ D H - I S .-‘jz
X i erivar con respecto a f. 6 nulllas i
dx S(d&) N : .
— =\ spejar dx/dt.
df X \dr cspejar dx/ :
| P W
R | g A
— = —(—400 stituir 5. x v ds/
dt 3 { ) Sustituir s, x y ds/dl.
= —500 millas por hora Simplificar. No estd dibujado a escala

La rapidez (o “velocidad” en sentido coloquial) es de 500 millas/h
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funcion logaritmo natural

La funcion logaritmo natural se define como: f(x) = In x

f(x) = 1/x > cada pequeiio segmento recto de la grafica de In x tiene una pendiente de 1/x

fffffffffffffff

e
o

Pt i i o i i i e

———————————————————

L L L L X

| e B e
PP PP e e

RECORDATORIO: Propiedades de los logaritmos
1. In(1)=0
2. In(ab)=Ina+Inb
3. In(@a")=nlna
4. In(a/b)=Ina—-Inb
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funcion logaritmo natural Il

DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL

Sea u una funcion derivable en x.

d |
1. “ina]=- 2. L] =-
d.x:[ln x] oA > () dx[ln ] ey

x(x? + 1)?

Ejemplo: Derivar f(x) = In V]
O —

1
f(x) =Inx + 2 1[1()62 + 1) — 5 1n(2x3 — 1) Reescribir antes de derivar.

1 2x 1/ 6x2
/ = — —|— _ rivar.
f()C) p 2()(2 n 1) 2(2)(3 — ]) Derivai
1 4x 3x° S
= ; + 2 — 5 ] Simplificar.

. e , . d
NOTA : El logaritmo natural no estd definido para niUmeros negativos > a[ln|u|] =
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones inversas

DEFINICION DE FUNCION INVERSA

Una funcion g es la funcion inversa de la funcion f si

f(g(x)) = x para todo x en el dominio de g

g(f(x)) = x para todo x en el dominio de f.

La funcién g se denota por f~! (se lee como “inversa de f).

Acerca de las funciones inversas...

1. Sigesunafuncidninversa de f, entonces f es la funcion inversa de g

2. El dominio de f ! es igual al rango de fv el recorrido o rango de f -1
es igual que el dominio de f

3. Una funcidn f puede no tener inversa, pero si la tiene (f es inyectiva),
la funcidn inversa es Unica

Dominio de f = recorrido o rango de f~!
Dominio de f~! = recorrido o rango de f
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones inversas I

& cru

CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD DE LAS FUNCIONES INVERSAS

Sea f una funcion cuyo dominio es un intervalo I. Si f tiene una funcién inversa,
entonces los siguientes enunciados son verdaderos.

1. Si f es continua en su dominio, entonces f~! es continua en su dominio.

2. Si f es creciente en su dominio, entonces f~! es creciente en su dominio.

3. Si f es decreciente en su dominio, entonces f~! es decreciente en su dominio.
4. Si f es derivable ency f'(¢) # 0. entonces f~! es derivable en f(c).

LA DERIVADA DE UNA FUNCION INVERSA

Sea f una funcion derivable en un intervalo /. Si f tiene una funcion inversa g, entonces
g es derivable para todo x tal que f'(g(x)) # 0. Ademas,
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones inversas ll|

Ejemplo: Calculo de la derivada de una funcién inversa y
éCual es el valor de f1(3)? ¢Cuadl es el valor de f-1/(3)?

f es inyectiva = f tiene inversa

e Como f(x) =3 cuando x = 2, se sabe que f1(3) =2

e  Como la funcidn f es derivable y tiene inversa: '

| 1
SU7e) @) g 1
ff)y=32x2+1 (FH(3) | ] 1 ST W= a1

"(X)=3 x == (f)(3) = == = — ’
! f2) %(22) +1 4 Las graficas de las funciones inversas f'y

£~ tienen pendientes reciprocas en los
NOTA: puntos (a, b) y (b, a)

e Siy=g(x)=f"(x) entonces fly) = xy f(y) = dx/dy
e Comog’(x) =dy/dx =1/f(g(x)) = 1/f(y) = 1/(dx/dy), por lo que:

(f)3) =

day 1
dx dx/dy
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e

DEFINICION DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

La funcion inversa de la funcion logaritmo natural f(x) = In x se llama funcién ex-
ponencial natural y se denota por

i = e
Esto es,
Xy — Inx —
y =e*siysolosi x=lIny. In(e?) = x Y e =4
[ =e*
RECORDATORIO: Operaciones con funciones exponenciales !
e Sean ay b dos niUmeros reales arbitrarios T
2__
1. ec.xeb — ea+b / /
a f I i f——x
5. e_: e“_b -2 —1_1__ 12 3
e’ LAl fy=mx
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e |l

DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

S1 u es una funcion derivable de x.

d
1. 2] — ox
d.r[e] e

d du
2. — o] = ou__
dx [e] = e dx

Ejemplo: Derivacidn de funciones exponenciales

a) a[{:’zx_l] :E‘”az Dex—1 u=2x— 1
d. _, du 3 3¢~ 3/ 3
o 3/x] = pu" — [ — —3/x = = ——

b) d.x:[g J=e dx (.x:z)e X2 . X
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e lll

DEFINICION DE UNA FUNCION EXPONENCIAL BASE @

S1 @ es un numero real positivo (a # 1) y x es cualquier nimero real, entonces la
funcion exponencial base a se denota por a' y se define como

at = e (In a)x+

Sia = 1,entonces y = 1* = 1 es una funcion constante.

DEFINICION DE LA FUNCION LOGARITMICA DE BASE «

Sia es un numero real positivo (a # 1) y x es cualquier numero real positivo, entonces
la funcion logaritmica base ¢ se denota log, x y se define como

log x ZLlnx
Ea In a *
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e IV

DERIVADAS PARA OTRAS BASES

Sean @ un numero real positivo (a # 1) y u una funcion derivable de x.

d d du
1. cix:[a 1= (Ina)a 2. dx[a 1= (In a)a I

d | d 1 du
3. “log, ] = 5. & =

dt[log“ J (In a)x dx [log, u] (In a)u dx

Ejemplo: Derivadas de funciones de base distintaa e

d
a) y=2* = y'= E[Z"] = (In 2)2*

d
by y=2% == y' = E[Z'ﬂ] = (In 2)2*(3) = (3 In 2)2*

¢) y=log,gcosx == 1y*"zi[lo cosx] = ——1% = l tan x
Y 810 €0 g dx - 0810 € (In 10)cos x In10
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones trigonométricas inversas

Las seis funciones trigonométricas NO SON INYECTIVAS - NO TIENEN INVERSA

SOLUCION: encontrar un dominio restringido en el que puedan tener inversa

DEFINICION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

& cru

Universidad
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Funcion Dominio Recorrido o rango
C T ™

y = arcsen x sl y solosiseny = x -1 <x<1 5 = yéi

y = arccos x sl y solosicosy = x -1 £x<1 O<sy<sw
D T T

y = arctan x si y sélo sitany = x —00 < X < oo —5<y<5

y = arccot x si y sélo sicoty = x —00 < X < 00 0<y<a

y = arcsec x s1y s6losisecy = x

y = arccsc x siy solosicscy = x

O<sy<sm y#

S S

e

™
2

e

oy




Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones trigonométricas inversas |l

¥ = arcsen x ¥ = arccos x ¥ = arctan x

x

\ R
— e : \ I : -
| | | T r

I

i

|

—

—

]
-l

_rl T T *
2 -2 -l 1 2 2
Dominio:[— 1, 1] Dominio: [— 1, 1] Dominio: (— o0, o0)
Recorrido o rango: [ — /2, 7/2] Recorrido o rango: [0, 77] Recorrido o rango: (— 7/2, w/2)
¥ y ¥
¥ = arccsc x ¥ = arcsec x ¥ = arccot X
%_“_K J“ﬂ“ ___________ T
| | | | T e %-- ____________ \E
-1 1 2 - /_, 2 \
\_ il —— e — B
2 2 -l I 2 2 -l I 2
Dominio: (— oo, — 1] U[1, e) Dominio: (— oo, —1] U [1, o) Dominio: (— oo, o)
Recorrido o rango: [— #r/2,0) U (0, /2] Recorrido o rango: [0, 7/2) U (7/2, ] Recorrido o rango: (0, )
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones trigonométricas inversas lll

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

S1u es una funcion derivable de x.

d u’ d —u’
T [arcsenu] = —F——— I [arccos u] = —=

| —u 1 — u?
d u’ d —u’
i [arctan u] = —— r [arccot u] = ——
i['-u‘c«;ec u] = w i[arcc‘;c ul = —u
dx = lu| Vu? — 1 dx l lu| Vu? — 1

Ejemplo: Derivacién de funciones trigonométricas inversas

d 2 2
a) — [arcsen(2x)] = =
dx[ esen (29)] VI = (2x)2 V1 — 42
d 3 3
b — |arcta ax)| = ==
) g laretanG)] = 4= Gx? 1+ 9x2
d ‘ __(1/2).:\7_1/2_ ] N |
O gelween = e = = A
d) d [ ) Qe Qe 2
— [arcsec €] = = =
dx €2x f(er)2 — 1 er x’e4x — 1 He4x — 1
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RESUMEN de las reglas basicas de derivacion de funciones elementales:
funciones algebraicas + funciones trascendentes

10.
13.
16.
19.
22,
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d

. —[cu] = cu’

dx

dlu| _vu —uv’
v2

dx

v

d
a[x] =1

%[e”] = ey
%[sen u] = (cos u)u’

%[cot ul = —(csc2u)u’

i[.alrxcsen u] = “

dx 1 —u
d _ r
ﬁ[arccot ul] = T

U

11.

20.

23.

%[uiv]zu’iv’

d
a[c] =0

u

d .
a““” = m(u ) u#0

M}'

(In a)u

< flog, u] =

. %[cos u] = —(senu)u’

. i[set: u] = (secutanu)u’

dx

d
li}C[alrccvas ul =

!

i[.alrxcsen:: u] = B
dx lu|u? — 1

3. %[uv] =uv’ + vu’
6. i[u“] = nu"'u’
d u’
9, E[]l’l M] = E
d
12. £[av] = (In a)avu’
dx[a ] = (In a)a*u
15. i[tan u] = (sec® u)u’
dx
18. i[csc u] = —(csc ucot u)u’
dx
21. %[arctan u] = ] j -
d —u’
24, E[arccsc u] = W



Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones hiperbdlicas

DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS
S S § |
senh x = £ < cschx = ., x#0
2 senhx
et + e 1
~ L.h X = —— S "h _
cosh x 5 sechx = ———
senhx 1
tanh x = Senix coth x = . x#0
cosh x tanh x
Identidades hiperbdlicas
cosh? x —senh?x = 1 senh(x + y) = senh x cosh y + cosh xsenhy
tanh? x + sech?x = 1 senh(x — y) = senh x cosh y — cosh x senhy
coth? x — csch?x = 1 cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh x senhy

cosh(x — y) = cosh x cosh y — senh xsenh y

-1 + h 2 1 + h 2x
senh?x = cOS <4 cosh?x = cos
2 2
senh2x = 2 senhx cosh x cosh 2x = cosh? x + senh? x
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones hiperbdlicas Il

& cru

h
‘2__
e
f®=7F 1+ y =senh x
S X
2 -1 ST 2
4 -
8(x) =5~
_2__

Dominio: (—2e, c0)
Recorrido o rango: (—co, o0)

y=cschx=

Dominio: (—22, 0) L (0, o2)

Recorrido o rango: (— 22, 0) U (0, o0)

Universidad
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1

senh x

Dominio: (—oe, o0)
Recorrido o rango: [1, o2)

Dominio: (— e, o0)
Recorrido o rango: (0, 1]

Dominio: (—20, o0)
Recorrido o rango: (—1. 1)

y
y=cothx=—L T
tanh x
________ 1________
i I I i
=2 -1 1 2
jl 4

Dominio: (—22, 0) L (0, o2)
Recorrido o rango: (—oo, —1) LU (1, 90)




Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones hiperbdlicas lll

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS
Sea u una funcion derivable de x.
a [senh u] = (cosh u)u’ d [coth u] = —(csch? u)u’
dx dx L
d , d
-[cosh u] = (senhu)u — [sech u] = —(sech u tanh u)u’
dx dx
i[tfmhu:]=(ﬁ'..e:chzM)u" d[*'*h ] = —(csch u coth u)u’
dx < b dx cscnu| = csehl o coth o )u
Ejemplo:
d d senh.x
a) — [senh(x? — 3)] = 2xcosh(x? —3) b) —|[In(coshx)] = = tanh x
dx dx cosh x
d
c) I [x senhx — cosh x] = x cosh x + senh x — senh x = x cosh x
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Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones hiperbdlicas IV

& cru

\ -'\Z‘ .\
A
|
37 y=senhlx 3T y=cosh'x 3T
2 2+ L2k
| |
g T / i/
| |
——t——t—1+—+—>2= 11—t 14—
-3 -2 1 2 3 -3 -2 -l 12 3 - 12 3
Z1+ -1+ f +
| |
24 2 y=tanh'x [ 5| |
|
-3+ 3 3+
Dominio: (— oo, o0) Dominio: [, 00) Dominio: (—1, 1)
Recorrido o rango: (— 00, c0) Recorrido o rango: [0, ©0) Recorrido o rango: (—©0, o0)
" -1:‘ 1
. |
3 I | 3 .
y =sech™! x |
2 a4
| !
1 [ e
| |
] e ] |
-3 2 -1 1 2 3 | 1
-1 e el
! I
2+ 2+ !
|
3+ 34+ !
Dominio: (—ce, 0) U (0, c0) Dominio: (0, 1] Dominio: (—oo, — 1)U (1, 00)
Recorrido o rango: (—o2, 0) U (0, c0) Recorrido o rango: [0, o0) Recorrido o rango: (—o0,0) U (0, 0)
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Derivacion de funciones trascendentes:

Funciones hiperbdlicas V

DERIVACION DE FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

Sea u una funcién derivable de x.

d 3 u’ d _
E[senh l Li] = \/ﬁ a[cosh l Li] =
d ! d

a[tanh_1 ] = | i > a[coth_1 u] =
d B —u’ d B
a[sech 1 Li] = ﬁ a[csch 1 Li] =

u’

u> — 1

u’
1 — u?

4

—u
u| /1 + u?

Ejemplo:

20

X
y=asech™'=— Ja> —x* la
a

d x ! ! 1
"= —20sech™!'— — /207 — 2] = _20(_) - (_)
y dx[ sech™ 90 * 20/] (x/20)V/1 = (x/20)7 | \2
B — 202 N X o 20° — x?
X~/ 202 - ,')Cz 202 — Xz X
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Formas indeterminadas y la regla de L’'Hopital

A veces, al evaluar limites, nos encontramos con formas indeterminadas - no garantizan que
un limite existe, ni indican el valor del limite, si éste existe

é¢Como resolver estas formas indeterminadas?
1. Funciones algebraicas = técnicas algebraicas

2.  Funciones algebraicas y trascendentes mezcladas - regla de L’Hbpital

LA REGLA DE L'HOPITAL

Sea f y g funciones que son derivables en un intervalo abierto (a, ) conteniendo c,
excepto posiblemente el propio c. Asumir que g’(x) # 0 para todo x en (a, b), excepto
posiblemente el propio c. Si el limite de f(x)/g(x) cuando x tiende a ¢ produce la forma
indeterminada 0/0, entonces

0 _ )

lim = ;
Xx—c g(x) Xx—c g ()C)

suponiendo que el limite en la derecha existe (o es infinito). Este resultado también
aplica si el limite de f(x)/g(x) como x tiende a ¢ produce cualquiera de las formas
indeterminadas ©0/00, (—00)/00, 00 /(—00), 0 (—00)/(—00).
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Formas indeterminadas y la regla de L’'Hopital Il

Ejemplo: Aplicar la regla de L’H6pital mas de una vez

lim

x—=—oo f

Resultado de la sustitucidn directa: ©c0/o0 - se aplica la regla de L’Hopital

dr,
o x? ) dx[x ] ) 2x
Iim — = |lim — = Ilim —
x—>—oco et X——00 i[e_x] x—>—oo —e
dx

Este limite da la forma indeterminada (—90)/(—20) > se aplica de nuevo la regla de L'Hopital

d
| —[2x]
lim — = m —2 = Ifm = =0
X—>—co — € - x%—oo_[_e_x] X——oco € -
dx
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Formas indeterminadas y la regla de L’'Hopital Il

Si encontramos formas indeterminadas de los tipos ©0 — 00, () - o0, 0V, 1~ y o' es necesario
intentar reescribir el limite o utilizar otros procedimientos con los que se obtengan formas
indeterminadas de los tipos (/(), ©0/o0 que permiten utilizar la regla de L’'Hopital

Ejemplo: Resolucién de un limite tomando logaritmos naturales y aplicando L’Hopital

y = lim (1 + l)x:> Iny = ln[ lim (1 N l)x] o (ln[] + (l/x)])

X—00 X X—0c0 X X—>00 1 /X

(R OB o L ey =
:hm( S )_.JL“SolJr(l/x) Iy

X—00

NOTA: Las siguientes formas deben reconocerse como “determinadas”

oo+ oo — o El limite es infinito positivo.

—C0 — 00 — —CO El limite es infinito negativo.
0* — 0 El limite es cero.

0" — o El limite es infinito positivo.
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Extremos en un intervalo:
Extremos de una funcion

& cru

DEFINICION DE EXTREMOS

Sea f definida sobre un intervalo I que contiene a c.

1. f(c)esel minimo de f en I si f(c) < f(x) para toda x en [.
2. f(c)es el maximo de fenIsi f(c)= f(x) para toda x en [.

Los minimos y maximos de una funcion en un intervalo son los valores extremos, o
simplemente extremos, de la funcion en el intervalo. El minimo y el maximo de una
funcion en un intervalo también reciben el nombre de minimo absoluto y maximo
absoluto en el intervalo.

EL TEOREMA DEL VALOR EXTREMO

Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f tiene tanto un minimo como
un maximo en el intervalo.
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Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o nimeros criticos

DEFINICION DE EXTREMOS RELATIVOS

1. Sihay un intervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f(c¢) es un maximo, entonces
f(c) recibe el nombre de maximo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene

un maximo relativo en (c, f(c)).
2. Sihay unintervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f(c) es un minimo, entonces

f(c) recibe el nombre de minimo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene
un minimo relativo en (c, f(c)).

El plural de maximo relativo es maximos relativos, y el plural de minimo relativo
es minimos relativos. Un maximo relativo y un minimo relativo algunas veces son
llamados maximo local y minimo local, respectivamente.
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Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos Il

Ejemplo: El valor de la derivada en los extremos relativos
. _9(x?-3)
Maximo  flx) = 3

relativo -

o(x2 — 3
c) f(x)Z% T ﬁzl\
) 9(9 —x?) s

o X08x) — (9 —3)(3xH) | ,
f(x) = (9)? =T 4 46

y

9 —

En el punto (3, 2), el valor de la derivada es f/(3) =

b) f(x) =«
En x = 0 la derivada de f(x) no existe debido a que difieren {

los siguientes limites laterales:

Iim &) = f({)) = lim |t| —1
x—=0" x—0 r—0" X

x) — f(0)
0 =)
x—07F x—0 x—07 X
CEU
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Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos lli

DEFINICION DE UN NUMERO O PUNTO CRITICO

Sea f definida en c¢. Si f'(¢) = 0 o si f no es derivable en ¢, entonces ¢ es un punto
critico de f.

f’(¢) no existe

fe)=0

Tangente
horizontal

q______________

/ \ [

¢ es un punto critico de f
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Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos IV

LOS EXTREMOS RELATIVOS OCURREN SOLO EN NUMEROS
0 PUNTOS CRITICOS

Si f tiene un minimo relativo o un maximo relativo en x = ¢, entonces ¢ es un punto
critico de f.

Demostracion:
Caso 1: si f no es derivable en x = ¢, por definicidon ¢ es un punto critico de f > teorema es valido

Caso 2: si f es derivable en x = ¢ entonces f'(c) debe ser positiva, negativa 6 0

o) = 1 O O ) @

x—c X —cC X —C

> 0, para todox # ¢ en (a, b)

Izquierdade c: x < ¢y f(x) < f(c) > f(c) noesunminimo relativo

Derechadec: x> cy f(x) > f(c) > f(c) noesun maximo relativo

La suposicion de que f'(c) > 0 6 la de que f(c) < O contradicen la hipdtesis de que f(c) es un
extremo relativo = f'(c) = 0 = por definicidn, ¢ es un punto critico de f > teorema valido
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Extremos en un intervalo:
Determinacion de extremos en un intervalo cerrado

Estrategias para la determinacion de extremos en un intervalo cerrado

Para determinar los extremos de una funcidén continua f en un intervalo cerrado
[a, b], se siguen estos pasos.

1. Se encuentran los puntos criticos de f en (a, b).
2. Seevalua f en cada punto critico en (a, b).
3. Seevalua f en cada punto extremo de [a, D].
4. El mas pequeno de estos valores es el minimo. El mas grande es el maximo.
¥y
Ejemplo: Encontrar los extremos de f(x) = 2x — 3x*3 en [-1, 3] (0.0)] Mximo

| | |
; T T X

2 x/3 — 1
f) =20 = 307 = fix) =2 -~ 5 = Z(T)

Punto terminal Punto Punto Punto terminal
izquierdo critico critico derecho

f(=1)= -5 f(0)=0 fy=—-1 | fB) =6-330=—024 Minimo
Minimo Maximo (-1.-5)
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El teorema de Rolle y el teorema del valor medio:
Teorema de Rolle

TEOREMA DE ROLLE

Sea f continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b).
Si

fla) = f(b)

entonces existe al menos un ntimero ¢ en (a, b) tal que f’(c) = 0.

Demostracion: Sea f(a) = d = f(b)

Caso 1: Si f(x) = d para todo x en [a,b], f es constante en el intervalo, y por tanto, f(x) = 0 para todo
xen (a, b)

Caso 2: Si f(x) > d para algun x en (a, b) entonces, por el teorema del valor extremo, se sabe que f
tiene un maximo en algun punto c del intervalo. Como f(c) > d, este maximo no puede estar en los
puntos terminales. Por tanto, f tiene un maximo en el intervalo abierto (a, b) por lo que f(c) es un
maximo relativo y ¢ es un numero critico de f. Como f es derivable en ¢, se concluye que f’(c) =0

Caso 3: Si f(x) < d para algun x en (a, b), se puede utilizar un argumento similar al del caso 2

& cru

Universidad
San Pablo

108




El teorema de Rolle y el teorema del valor medio:
Teorema de Rolle Il

Ejemplo: Aplicacién del teorema de Rolle

Sea f(x) = x* — 2x2. Determinar todos los valores de c en el intervalo (-2, 2) tal que f(c) =0

f satisface las condiciones del teorema de Rolle > continua en [-2, 2], derivable en (-2, 2)
Ademas f(-2) = f(2) = 8 > existe al menos una cen (-2, 2) tal que f(c) =0

lgualando a cero la derivada se obtiene:

Fx) = x* —2x?
f=2)=38 o | s

fx) =4x° —4x =0 f2) =
dx(x — Dx+1)=0 6
x=0,1,—1 4+
2__

f0)=0
f'(x) =0 para mas de un valor de x en el ' » W -
intervalo (—2, 2) Do0 L1 Fd=0
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El teorema de Rolle y el teorema del valor medio:
Teorema del valor medio

EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Sifes continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b),
entonces existe un numero ¢ en (a, b) tal que

F(c) = f(b)—f(a) El término “medio” se refiere al ritmo
' b—a de cambio medio de fen [a, b]
Demostracion: Sea y = recta secante , Pendiente de la recta tangente = £(c)

f(b)—fla)
b—a

Recta tangente

glx)=f(x)—y =.f(x)—[' }(x—a)—f(a)

Recta secante

g(a) = g(b) =0. Como f es continua en [a, b] y derivable en (a, b)
g también lo es > Se puede aplicar el teorema de Rolle a g:

f(b)—f(a)

(b, (b))

_ o :(a,J:(a))
0= g'(c) = £/(c)—- f(b)~ f(a) !
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El teorema de Rolle y el teorema del valor medio:
Teorema del valor medio Il

Ejemplo: determinacién de ritmo de cambio instantaneo - radar de tramo

Dos patrullas equipadas con radar se encuentran a 5 millas de distancia. Cuando pasa un camion al
lado de la primera se registra una velocidad de 55 millas/h. Cuatro minutos después, cuando el
camioén pasa al lado de la segunda, se registra 50 millas/h. Demostrar que el camion ha excedido el
limite de velocidad (55 millas/h) en algin momento dentro de ese intervalo de cuatro minutos

J Sea t =0 el tiempo (en horas) cuando el camién pasa al lado de la primera patrulla. El tiempo en
el que el camidn pasa al lado de la segunda es:

t=4/60=1/15 hora

o ® &
e  Sis(t) representan la distancia (en millas) recorridas por el
camion, entonces la velocidad promedio del camidon sobre

=5 millas

el tramo de cinco millas es:

: . s(1/15)—s(0) 3 : = =
Velocidad promedio = = =75 millas por hora t =4 minutos . t=0
¢ P (1/15)_0 VIS P No estd dibujado a escala

Si asumimos que la funcidon de posicidn de posicion es derivable y aplicamos el teorema del valor
medio = en algin momento durante los 4 minutos se ha superado el limite de velocidad
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes

DEFINICION DE FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Una funcion f es creciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos numeros x, y
X, en el intervalo, x; <x, implica f(x) < f(x,).

Una funcion f es decreciente sobre un intervalo si1 para cualesquiera dos naumeros x
. |
y X, en el intervalo, x, <.x, implica f(x)) > f(x,).

& cru

Una funcidn es creciente si, cuando x se mueve hacia la v )
derecha, su grafica asciende (derivada positiva)

Una funcidn es decreciente si, cuando x se mueve a la derecha,
su grafica desciende (derivada decreciente)

Una funcién no es creciente ni decreciente (es constante) si,

/ pe . . . | Constante
cuando x se mueve al a derecha su grafica ni asciende ni .

F<0 ! F@=0" f0)>0

desciende (derivada cero)
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes Il

CRITERIO PARA LAS FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Sea f una funcion que es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el
intervalo abierto (a, b).

1. Sif'(x) >0 paratodo x en (a, b), entonces f es creciente en [a, b].
2. Si f'(x) <0 paratodo x en (a, b) entonces f es decreciente en [a, b].
3. Sif'(x) =0 paratodo x en (a, b) entonces f es constante en [a, b].

Demostracion: Caso 1 > f(x) > 0 para todo x en el intervalo (a, b)

Sean x; < x, dos puntos cualesquiera del intervalo. Mediante el teorema del valor medio, se sabe
que existe un numero c tal que x; < c< x,

— f(-rg ) — f(x[ )

.‘.-2 - .‘.l

f'(c)
Como f’(c) >0y x, —x; >0 > f(x;) < f(x,) > fes creciente en el intervalo
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes lll

Estrategias para determinar los intervalos en los que una funcion
es creciente o decreciente

Sea f continua en el intervalo (a, b). Para encontrar los intervalos abiertos sobre los
cuales f es creciente o decreciente, hay que seguir los siguientes pasos.

1. Localizar los puntos criticos de f en (a, b), y utilizarlos para determinar intervalos
de prueba.

2. Determinar el signo de f'(x) en un valor de prueba en cada uno de los inter-
valos.

3. Determinar si f es creciente o decreciente para cada intervalo.

Estas estrategias también son validas si el intervalo (a, b) se sustituye por un intervalo
de la forma (—00, b), (a, ©C) o (—0C0C, C0O).

NOTA: Una funcidn es estrictamente mondtona sobre un intervalo si es creciente o
decreciente en todo el intervalo
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes IV

Ejemplo: Intervalos sobre los cuales f es creciente y decreciente
f) =x° =3 2

e fesderivable en toda la recta de los numeros reales

e  Paradeterminar los puntos criticos de f, igualar a cero f’(x)

f(x) =x — %xz Escribir 1a funcion original. }l ©,0) X
f"(x} =3x2 — 3x =0 Derivar e igualar f'(x) a cero. .;__,if-"
(x)x—1)=0 Factorizar. 5_? -1+
x=0,1 Puntos criticos.
e  Como no hay puntos para los cuales f' no exista > x =0y x = 1 son los Unicos puntos criticos
Intervalo —oco<x <0 0<x<1 | <x < oo
Valor de prueba x=—1 X = % x =2
Signode f'(x) | f(-1)=6>0| f3)=-3<0| f2)=6>0
Conclusion Creciente Decreciente Creciente
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Criterio de la primera derivada

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Sea ¢ un punto critico de una funcién f que es continua en un intervalo abierto I que
contiene a ¢. St f es derivable en el intervalo, excepto posiblemente en ¢, entonces
f(c) puede clasificarse como sigue.

1. Sif'(x) cambia de negativa a positiva en ¢, entonces f tiene un minimo relativo

en (c. f(c)).

2. Si f'(x) cambia de positiva a negativa en ¢, entonces [ tiene un mdximo relativo

en (c. f(c)).

3. Sif'(x) es positiva en ambos lados de ¢ o negativa en ambos lados de ¢, entonces
f(e)no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo.

N
(=)

I
- I
(+)! 7 ! -
I I | 1 1 |
I I | 1 I |
L <o >0 L =0 | fig<0 |
a I b a C b
Minimo relativo Méximo relativo Ni minimo relativo ni maximo relativo
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Criterio de la primera derivada Il

Ejemplo: Aplicacién del criterio de la primera derivada

Encontrar los extremos relativos de f(x) = (x2 — 4)?/3

fo)=(2- 4% |

Maximo

e  Observamos que f es continua en toda la recta real Celdive
2 dx
e Derivadadef: flx) ==(x*—4)"1/32x) =
o f(0)=0
| | | [
. _ _ 4 3 / -1 1 \ 34
o La derivada no existe cuando x = -2 ni cuando x =2 2.0) T 2.0)
Puntos criticos: x = -2, 0, 2 Minimo Minimo
relativo relativo
Intervalo —w<x< —2 | —2<x<0 0<x<?2 2 <x< oo
Valor de prueba x= =3 x=—1 x =1 x=3 Se puede aplicar el criterio de la primera
, , , , , derivada para encontrar los extremos
Signo de f'(x) f(=3) <0 (—=1) >0 (1) <0 f3) >0 relativos
Conclusion Decreciente Creciente Decreciente Creciente
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Concavidad

Localizar los intervalos en los que f’ es creciente o decreciente puede utilizarse para determinar
dénde la grafica de f se curva hacia arriba o se curva hacia abajo

DEFINICION DE CONCAVIDAD

Sea f derivable en un intervalo abierto /. La grafica de f es concava hacia arriba
sobre I'si f' es creciente en el intervalo y concava hacia abajo en ['si f' es decreciente
en el intervalo.

Coéncava hacia arriba.
[ es creciente.

Concava hacia abajo,
f’ es decreciente.

a) La grafica de fse encuentra sobre sus b) La grafica de fse encuentra debajo de sus
rectas tangentes rectas tangentes
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Concavidad Il

CRITERIO DE CONCAVIDAD

Sea f una funcion cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto I.

1. Si f"(x) > 0 para todo x en I, entonces la grafica de f es concava hacia arriba
en 1.

2. Si f"(x) < 0 para todo x en I, entonces la grafica de f es concava hacia abajo
en 1.

Para aplicar este teorema, es necesario seguir la siguiente ESTRATEGIA:

1.
2.
3.

& cru

Localizar los valores de x para los cuales f”’(x) = 0 6 f”/(x) no existe
Usar los valores de x para determinar los intervalos de prueba

Probar el signo de f”(x) en cada uno de los intervalos de prueba
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:

Concavidad IlI

Ejemplo: Determinacién de la concavidad

Cdncava

hacia arriba

Concava
hacia arriba

o+
feo=——
(g = & T A — (4 DY) —10x
flx) = (2 = 4 T
Py = D10 = (Z109R)(2 = 4)(20) _ 10632 + 4)

No hay puntos en los cuales f’(x) =0, peroenx=-2yenx =-2

(o —4)*

fno es continua, por lo que:

(2 = 4

Intervalo —oo <x < —2 —2<x<?2 2<x <
Valor de prueba x= =3 x=20 X =

Signo de f"(x) f1=3) >0 f10) <0 f13) > 0
Conclusion Concava hacia arriba | Concava hacia abajo | Concava hacia arriba

& cru
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Concava
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Puntos de inflexidn

DEFINICION DE PUNTO DE INFLEXION

Sea f una funcion que es continua en un intervalo abierto y sea ¢ un punto en ese
intervalo. Si la grafica de f tiene una recta tangente en este punto (¢, f(¢)), entonces
este punto es un punto de inflexion de la grafica de f si la concavidad de f cambia
de concava hacia arriba a concava hacia abajo (o de concava hacia abajo a concava
hacia arriba) en ese punto.

Concava
hacia arriba

Concava
hacia
arriba

Concava
hacia abajo

Concava
hacia abajo

~ Concava
Concava hacia
hacia abajo arriba
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Puntos de inflexion Il

PUNTO DE INFLEXION

Si (¢, f(c)) es un punto de inflexion de la grafica de f, entonces f"(c¢) = 0 o f” no
existe en x = c.

Ejemplo: Determinacion de los puntos de inflexion de f(x) = x* — 4x3

F) = 40® — 1202 e
F(x) = 1222 — 24x = 12x(x — 2) | s
inflexién

f”(x) = 0 > puntos de inflexion posibles: x=0y x =2 ;

Intervalo —oo <x <0 0<x<?2 2 <x<oo -9+
Valor de prueba x = —1 x =1 x=3 _18 -
Signo de f"(x) f(—=1) >0 (1) <0 f7(3) >0 l
Cdncava Cdncava Concava

Conclusion Concava hacia arriba | Concava hacia abajo | Concava hacia arriba e e JevE
hacia arriba  hacia abajo  hacia arriba

Tras analizar los intervalos se puede concluir que tanto x = 0 como x = 2 son puntos de inflexion

& cru »
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Criterio de la segunda derivada

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Sea f una funcion tal que f'(¢) = 0y la segunda derivada de f existe en un intervalo
abierto que contiene a c.

1. Si f"(c) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en (¢, f(c)).
2. Sif"(c) <0, entonces f tiene un maximo relativo en (c, f(c)).

Si f"(c¢) = 0, entonces el criterio falla. Esto es, f quiza tenga un maximo relativo, un
minimo relativo o ninguno de los dos. En tales casos, se puede utilizar el criterio de
la primera derivada.

Demostracion:

Sif(c) =0y f’(c) >0, existe un intervalo abierto / que contiene a c para el cual it MCNPEC) >0
X—C X—=C

Paratodox#cen /. Six<c, entonces x—c< 0y f(x) <0. Ademas, si x > c, entonces x—c >0y f(x) > 0.
De tal modo, f’(x) cambia de negativa a positiva en cy el criterio de la primera derivada implica que f(c)
es un minimo relativo

NOTA: la demostracidon del segundo caso se puede llevar a cabo con un razonamiento similar
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Criterio de la segunda derivada Il

Por tanto, ademas de como método para analizar la concavidad, es posible utilizar la segunda
derivada para efectuar una prueba de maximos y minimos relativos

f(c)>0

Codncava
hacia abajo

Concava
hacia arriba

I
|
[
|
[
|
|
[
|
|
c

Sif'(c) =0y f"(c)>0,f(c) es un minimo Sif'(c) =0y f"(¢) <0, f(c) es un maximo
relativo relativo
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Criterio de la segunda derivada lli

Ejemplo: Empleo del criterio de la segunda derivada

Encontrar los extremos relativos correspondientes a f(x) = -3x° + 5x3

En primer lugar se determinan los puntos criticos de f F() = =3x5 + 55
fi(x) = —15x* + 1522 = 15x3(1 — %) =0 | Maximo
relativo
x=—1,0.1 ) | (1.2)

Posteriormente, se aplica el criterio de la segunda derivada

f(x) = —60x> + 30x = 30(—2x° + x)

| ]
Punto (—1,-2) (1,2) (0, 0) S L s 7
Signo de f"(x) f(=1) >0 (1) <0 f10) =0
Conclusion Minimo relativo Maximo relativo Falla de la prueba

En el punto (0, 0) el criterio de la primera derivada indica que ;l]m;iz
(0, 0) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo relativo
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Limites al infinito:
Limites en el infinito

DEFINICION DE LIMITES AL INFINITO

Sea L un namero real.

1. Elenunciado lim f(x)= L significa que para cada £ > 0 existe un M > 0 tal que

X—roo

f(x) — L| < e siempre que x > M.

2. Elenunciado lim f(x)= L significa que para cada £ > () existe un N < 0 tal que

N— =2

flx) — L| < g siempre que x < N,

Para un numero positivo dado &€
existe un numero positivo M tal que,
para x > M, la grafica de f estara
entre las rectas horizontales dadas
pory=L+eey=L-¢

& cru
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X— 00




Limites al infinito:
Limites en el infinito Il

Ejemplo: Limites en el infinito de f(x)

x decrece sin limite.

X crece sin [imite.

—100 | —10

10 100

flx)] 3¢

29997 | 2.97

1.5

1.5

297 | 2.9997

fix) se aproxima a 3.

fix) se aproxima a 3.

<

lim f(x:) = 3 Limite en infinito negativo.

X——00

flx) =

I'm

X—o0o

& cru
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Limite en infinito positivo.,

flx)— 3
cuando x — —co

342
ﬁx)_x2+1
flx)y — 3

cuando x — oo

-4 -3 2 -

El limite de f(x) cuando x tiende a —c0 o

o0 es 3




Limites al infinito:
Asintotas horizontales

DEFINICION DE UNA ASINTOTA HORIZONTAL

Larecta y = L es una asintota horizontal de la grafica de f si

lim f(x) =L o lim f(x) =L.

X——00 x—00

NOTA: a partir de esta definicion se concluye que la grafica de una funciéon de x puede tener como
mucho dos asintotas horizontales (una hacia la derecha y otra hacia la izquierda)

LIMITES AL INFINITO

Si r es un namero racional positivo y ¢ es cualquier nimero real, entonces

Para evaluar limites en .
. g s Y lim — = 0.
el infinito, resulta util x—oo X"

el siguiente teorema:

Ademas, si x” se define cuando x < (), entonces

) C
Iim — = 0.
x——0co X

& cru
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Limites al infinito:
Asintotas horizontales i

Ejemplo: Determinacién de un limite al infinito

X—»00o
(o]

[im 2r+— ll mmsss) | forma indeterminada —
x—oo X o0
\Hm(x+1)—>oo .

X—C0 .

o

|5
2x — 1 1 R
i 2x — 1 = I X — | 2 - ; i 3+ fixy = x+1
M TS Mmoo = hm T A —

, 1
xll{‘go 2 xlngO X 2 - 0

lim 1 + lim —

- L+ L

x—00 x—oo X ¥ = 2 es una asintota horizontal
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Limites al infinito:
Asintotas horizontales lll

Estrategia para determinar limites en *- de funciones racionales

1. Si el grado del numerador es menor que el grado de denominador, entonces el
limite de la funcién racional es 0.
2. Siel grado del numerador es igual al grado de denominador, entonces el limite
de la funcién racional es el cociente de los coeficientes dominantes.
3. Siel grado del numerador es mayor que el grado del denominador, entonces el
limite de la funcion racional no existe.
Ejemplo:
v
1 !
f) =5/
2 2 ) = 1
x-+ 1 fo) = ——
El limite de f(x) cuando x tiende a infinito es 0 porque el
grado del denominador supera al del numerador /\
I I I — X
NOTA: Las funciones racionales tienden a la misma asintota -2 -l 1 -
horizontal hacia la derecha que hacia la izquierda /=0 lim flx) =0
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Limites al infinito:
Asintotas horizontales IV

Si en vez de funciones racionales tenemos funciones algebraicas y trascendentes mezcladas es
posible que sea necesario utilizar la regla de L’Hopital para evaluar los limites al infinito

En este caso, la regla de L’HOpital se establece de la siguiente manera:

Si el limite de f(x)/g(x) cuando x tiende a 0o (0 —00)
produce la forma indeterminada 0/0 si 0 /00, entonces

PN (€ AP (€]
o0 g(x)  xmo g/(x)

suponiendo que el limite de la derecha existe.

Ejemplo:
d
In x E[ln x] |
lim == = lim ——— = lim — = 0, mm=) | y=0esuna asintota horizontal
-]
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Limites al infinito:
Limites infinitos al infinito

Muchas funciones no tienden a un limite finito cuando x crece (o decrece) sin limite:

DEFINICION DE LIMITES INFINITOS AL INFINITO

Sea f una funcion definida en el intervalo (a, ©0).

1. El enunciado lim f(x)=% significa que para cada numero positivo M, existe

T—s—o

un numero correspondiente N > 0 tal que f(x) > M siempre que x > N.

2. Elenunciado lim f(x)=—00 significa que para cada numero negativo M, existe

X ——0

un numero correspondiente N > 0 tal que f(x) < M siempre que x > N.

Pueden darse definiciones similares para los enunciados:

lim f(x)=0y li'rgo f(x)=-00

X——0
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Limites al infinito:
Limites infinitos al infinito Il

Ejemplo: Determinacién de limites infinitos al infinito

a) lim x3 b) lim x°

X— 00 X— — 00

a) Cuando x crece sin limite, x3 también crece sin limite,

por tanto:

, 3
lim x” =00
X—00

b) Cuando x decrece sin limite, x> también decrece sin
limite, por tanto:
lim x’ =—0c0
P
NOTA: los resultados deben concordar con los que se
obtienen si se aplica el criterio del coeficiente dominante

para funciones polindmicas
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Analisis de graficas

La importancia de las graficas en matematicas...

“Mientras el dlgebra y la geometria recorrieron caminos independientes, su avance fue lento y sus
aplicaciones limitadas. Sin embargo, cuando estas dos ciencias se unieron, extrajeron una de la otra
una fresca vitalidad, y a partir de ahi marcharon a gran velocidad hacia la perfeccion”

Lagrange

Estrategia para analizar la grafica de una funcion

[—
L ]

Determinar el dominio y el rango de la funcion.

Determinar las intersecciones, asintotas y simetria de la grafica.

3. Localizar los valores de x para los cuales f'(x) y f”(x) son cero o no existen. Usar
los resultados para determinar extremos relativos y puntos de inflexion.

2
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Analisis de graficas Il

L ° . . ’ . . 7 . -2 .
Ejemplo: Dibujo de la grafica de una funcion racional x°=2x+4
. flx)= 5
. . x(x — 4 i X—
Primera derivada:  f'(x) = (73 Segunda derivada: ["(x) = ——
(x —2) (x —2)
Intersecciones en x: Ninguna  Interseccion eny: (0,—2) N
Asintota vertical: x = 2 Asintotas horizontales: Ninguna .
ol
Comportamiento final o asintético:  lim f(x) = —oo, lim f(x) = co 5T ! :
x——co X—oo ol
Puntos criticos: x = 0.x = 4 6 -+ @ '
- - - - — I
Dominio: Todos los nimeros reales excepto x = 2 51 (4,6)
4+~ 'Minimo
Intervalos de prueba: (—oo,0),(0,2).(2,4),(4, co g! .
P (—00,0).(0.2).(2.4).(4. 50) 2! relative
s \g 1
fx) f(x) fx) Caracteristicas de la grafica < :
—o<x <0 + — Creciente, concava hacia abajo I | f— x
X = -2 0 - Miximo relativo ? 4 6
O<x<?2 - - Decreciente, concava hacia abajo hh‘TMax_lmo
, relativo
X = Indel. Indef. | Indef. Asintota vertical I
1
2<x< 4 — + Decreciente, concava hacia arriba 1
x =4 6 + Minimo relativo
4 <x<oo + + Creciente, concava hacia arriba f(x) s ; 2}62+ 4
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Analisis de graficas Il

Ejemplo: Dibujo de la grafica de una funcién radical
20(x"? —1)

9x*" f(x) = 233 — 543
e Lafuncidn tiene dos intersecciones = (0, 0) y (125/8, 0)

f’(.’C) _ gxlﬂ xl!’?: . 2) f”(x) _

. No hay asintotas horizontales o verticales

e La funciodn tiene dos puntos criticos (x =0y x = 8) y dos v Maximo  f(y) = 253 _ 543
posibles puntos de inflexion (x =0y x = 1) ‘ (Of%;‘“‘*’o
e  El dominio son todos los nimeros reales i ! 1=2 o X
s 12,0
f(x) f(x) f(x) Caracteristicas de la grifica (1.=3)
Punto de
-0 <x <0 + — Creciente, concava hacia abajo inflexion
x=20 0 0 Indef. Maximo relativo
0<x< |1 — — Decreciente, concava hacia abajo
x =1 -3 — 0 Punto de inflexién
|l <x <8 — + Decreciente, concava hacia arriba
=28 —-16 0 + Minimo relativo -—16
(8,-16)
8 <x < oo + + Creciente, concava hacia arriba Minimo relativo
& cru
Universidad
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Analisis de graficas IV

Ejemplo: Dibujo de la grafica de una funcion trigonométrica

I ) CoS X
Primera derivada: (x) = ————— Segunda derivada: ) =77——""7=
W)= -7 Seg PO =T+ senxp Flx)= COS X
. .. w .. '
Periodo: 21  Interseccion en x: (E 0) Interseccioneny: (0, 1) I +senx
. : T 3 , : .
Asintotas verticales: x = Y= Asintotas horizontales:  Ninguna e
|
I
Puntos criticos:  Ninguno Posibles puntos de inflexion:  x = By = |
— | |
TR P 3+ 4n g I I
Dominio:  Todos los numeros reales excepto x = 7 - : :
- |
f(x) f(x) f(x) Caracteristicas de la grifica g, :
S |
X = _z Indef. Indef. Indef. Asintota vertical E : :
: AN e
—g <x < % — + Decreciente, concava hacia arriba 4 : : n
| |
| |
X = g 0 —% 0 Punto de inflexién : 5 | :
= | inflexion \
. | |
T <X < Sm - - Decreciente, concava hacia abajo [ e [
2 2 =3 [
| |
X = S Indef. Indef. Indef. Asintota vertical flx)= _LOSX
2 1 +senx
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Problemas de optimizacion

Estrategias para resolver problemas aplicados de minimos y maximos

1. Identificar todas las cantidades dadas y las que se van a determinar. Si es posible,
elaborar un dibujo.

2. Escribir una ecuacion primaria para la cantidad que se va a maximizar o mini-
mizar.

3. Reducir la ecuacion primaria a una que tenga una sola variable independiente.
Esto quiza implique el uso de ecuaciones secundarias que relacionan las variables
independientes de la ecuacion primaria.

4. Determinar el dominio admisible de la ecuacion primaria. Esto es, determinar los
valores para los cuales el problema planteado tiene sentido.

5. Determinar el valor maximo o minimo deseado mediante las técnicas de calculo
estudiadas
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Problemas de optimizacion Il

Ejemplo: Determinacién de la distancia minima

éQué puntos sobre la grafica de y = 4 — x> son mas cercanos al punto (0, 2)?

Hay dos puntos a una distancia minima del punto (0, 2) v

d= J(x — 0?2+ (y — 2)?  Ecuacién primaria
d=Jx>+ @4 —x> =20 =Ux*-3x2+4

El dominio de f (o d) es toda la recta de los numeros reales

Determinacion de los puntos criticos de f:

f’(x)=4x3—6x=2x(2x2—3)=().=>x=(),\/§,_\/§

Criterio de la primera derivada:

x =0 produce un maximo relativo

X =/3/2y x = —+/3/2 producen una distancia minima La cantidad por minimizar es la distancia:
Puntos mds cercanos: (\/3/2, 5/2) y (— V'3/2, 5/2) d=Jh =07+ (y =27
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Problemas de optimizacion lll

Ejemplo: Un maximo en un punto terminal

Se van a usar cuatro pies de alambre (longitud) para formar un cuadrado y un circulo. ¢Qué

cantidad de alambre debe usarse para el cuadrado y qué cantidad para el circulo a fin de abarcar
la maxima area total?

Area total = A = area del cuadrado + area del circulo = x2 + rtr2
X Area: JC2

4 (pies) = perimetro del cuadrado + circunferencia del circulo
=4x+2nr>r=2(1-x)/n

p

AL A

Perimetro: 4x

i

21 — x)]z 401 —x)2 1 = S
N, — 2 A2 2 _
A _x-l—'rr[ - - e -8etd] & P
4 pies
El dominio admisible es [0, 1] Area: 7r
dA = 2(7T T 4)X — 8 A(O) ~ 1,273, A(056) ~ (.56 Yy A(l) =1 Circunferencia: 27r

dx T _ o
La cantidad que se va a maximizar es el
El area maxima = x=0 > todo el alambre se usa para el circulo area: A = x2 4+ 2

+ gigfglad 1 40
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Diferenciales:
Aproximaciones por recta tangente

Sabemos que si una funcidn es derivable en ¢, la ecuacion de la recta tangente en el punto
(c, f(c)) viene dada por:

y — fle) = fle)x — ¢
y = flc) + fle)x — ¢)

y es llamada aproximacion por medio de una recta tangente (o aproximacion lineal) de fen ¢

e Como c es una constante, y es una funcion lineal de x

e Restringiendo los valores de x de modo que sean suficientemente cercanos a ¢, los valores
de y pueden utilizarse como aproximaciones (hasta cualquier precision deseada) de los
valores de la funcion f

e  Esdecir, cuando x = ¢, el limite de y es f(c)
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Diferenciales:
Aproximaciones por recta tangente Il

Ejemplo: Utilizacidn de la aproximacion por medio de una recta tangente

Determinar la aproximaciéon por medio de una recta tangente de

y
f(x) =1+ senxenelpunto (0, 1)

Recta tangente

Utilizar una tabla para comparar los valores y de la funcién lineal
con los de f(x) en un intervalo abierto que contengaax =0

f'(x) = cos x

fx)=1+senx

—_— I I l - X
y—F(0) = F(0)(x~0) > y-1= (1)(x—0) > y=1+Xx /4 T
—1 4+
X —05] —0.1 —0.01 0 0.01 0.1 0.5
f(x) =1 + senx | 0.521]0.9002 | 0.9900002 | 1 | 1.0099998 | 1.0998 | 1.479 ) .,
La aproximacion de la recta tangente de f
y=1+x 0.5 0.9 0.99 1 1.01 1.1 1.5

en el punto (0, 1)
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Diferenciales:
Definicion de diferenciales

DEFINICION DE DIFERENCIALES

Considerar que y = f(x) representa una funcion que es derivable en un intervalo
abierto que contiene a x. La diferencial de x (denotada por dx) es cualquier nimero
real distinto de cero. La diferencial de y (denotada por dy) es

dy = f'(x) dx. y

A

Cuando la tangente a la grafica de f en el punto (c, f(c)) se
o, - ) (c + Ax, flc + Ax))
usa como aproximacion de la grafica de f, la cantidad x—-c¢c | | - A4~----- \

recibe el nombre de cambio en x = Ax (c, f(c))

- i I | > f(c + Ax)
Cuando Ax es pequeiia (Ax = dx) , el cambio en y (Ay = dy) — ! o
puede aproximarse como: i i |
c c+ Ax !
J— . _ —_— ! .
Ay = f(c + Ax) — f(c) = f(c)Ax —
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Diferenciales:
Propagacion del error

Los diferenciales se usan habitualmente para estimar los errores de distintos
dispositivos de medida (ejemplo: dispositivos biomédicos > ECG, EEG, EMG...)

e Sixdenota el valor medido de una variable y x + Ax representa el valor exacto, entonces Ax
es el error de medida

e Sjel valor medido se usa para calcular otro valor f(x), la diferencia entre f(x + Ax) y f(x) es
el error propagado

Error de Error
medicion propagado
™ ™

fle+ Ax) = fx) = Ay
N -
Valor Valor
exacto medido
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Diferenciales:

Propagacion del error Il

Ejemplo: Sensor de glucosa

Se mide el valor de saturacién de la carga Q de un
sensor de glucosa tras una medida: Q = 275 pC

La medicidon no tiene un error mayor que 0.1 puC

Estimar el error propagado de la concentracion de
glucosa en sangre (C,), considerando que
—nFAL=2.5uCml/ mg

C,=Q/ (-nFAL) > dC,=dQ [/ -nFAL = £ 0.04 mg/ml
C,+dC,=110 £ 0.04 mg/dl

Error relativo =dC,/ C,> 0.036 %
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Glucose-containing
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Diferenciales:
Calculo de diferenciales

Todas las reglas de derivacion pueden escribirse en forma diferencial

e Siuyvson funciones derivables de x, puede escribirse:

du =u'dx 'y dv=v'dx

FORMULAS DIFERENCIALES

Sean u y v funciones diferenciables de x.

Muiltiplo constante:  d[cu] = ¢ du
Suma o diferencia:  d[u + v] = du + dv
Producto: dluv] = udv + v du
_ (u| vdu— udv
Cociente: dl—| =
A V2
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Diferenciales:
Calculo de diferenciales Il

Ejemplo: diferencial de una funcién compuesta

y=flx) = (x*+ 1) Funcion original.
| X
) = =(x2+ 1) V2(2x) = ——— Arlicacién de T reola de Ta cadens
f( ) 2( ) ( ) 2+ 1 Aplicacion de la regla de la cadena.
, X
d., :f(-":) dx = m dx Forma diferencial.

NOTA: Las diferenciales pueden utilizarse para aproximar valores de funciones:

[+ Ax) = f(x) + dy = f(x) + f(x) dx

Esta férmula se deriva de la aproximaciéon: Ay = f(x + Ax) — f(x) = dy

La clave para utilizarla es elegir un valor de x que facilite el calculo
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Resumen

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...
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Comprender qué es el calculo y cdmo se compara con el precalculo
Comprender que el problema de la recta tangente es basico para el calculo
Comprender que el problema del area también es basico para el calculo
Estimar un limite utilizando los métodos numérico y grafico

Identificar diferentes formas en las qué un limite no puede existir

Conocer y utilizar la definicion formal de limite

Evaluar un limite mediante el uso de las propiedades de los limites
Evaluar un limite mediante el uso de distintas técnicas analiticas
Determinar la continuidad en un punto y en un intervalo abierto
Determinar limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado

Usar las propiedades de continuidad

Comprendery aplicar el teorema del valor intermedio

Determinar limites infinitos por la izquierda y por la derecha

Encontrar y representar las asintotas verticales de la grafica de una funcion

v



Resumen |

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...
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Hallar la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto @
Usar la definicidn de limite para calcular la derivada de una funcidn

Comprobar la relacién entre derivabilidad y continuidad

Encontrar |la derivada de distintos tipos de funciones utilizando las reglas basicas de
derivacion

Usar las derivadas para calcular razon de cambio

Encontrar las derivadas de orden superior de una funcion

Encontrar |la derivada de una funcion compuesta por la regla de la cadena
Encontrar |la derivada de una funcion por la regla general de la potencia

Simplificar la derivada de una funcion por técnicas algebraicas

Aplicar la regla de la cadena a funciones trigonomeétricas

Distinguir entre funciones explicitas e implicitas

Hallar la derivada de una funcion por derivacion implicita

Hallar razones de cambio relacionadas y resolver problemas utilizandolas




Resumen lli

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...
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Identificar y derivar las principales funciones trascendentes

Reconocer los limites que producen las formas indeterminadas

Aplicar la regla de L’Hopital para evaluar un limite

Entender la definicion de extremos de una funcion en un intervalo

Entender la definicion de extremos relativos de una funcion en un intervalo

abierto

Encontrar los extremos en un intervalo cerrado

Comprender el uso del teorema de Rolle

Comprender el uso del teorema del valor medio (teorema de Lagrange)

Determinar los intervalos sobre los cuales una funcidn es creciente o decreciente
Aplicar el criterio de la primera derivada para determinar los extremos relativos de una
funcion

Determinar intervalos sobre los cuales una funcion es cdncava hacia arriba o hacia abajo

Encontrar cualesquiera puntos de inflexion de la grafica de una funcidn




Resumen |V

Al finalizar este capitulo, debemos ser capaces de...

. Aplicar el criterio de la segunda derivada para determinar extremos relativos @
de una funcion

. Determinar limites (finitos) al infinito

. Determinar las asintotas horizontales (si las hay) de la grafica de una funcion

. Determinar limites infinitos en el infinito

. Analizar y trazar la grafica de una funcion

. Resolver problemas de maximos y minimos aplicados (optimizacion)

. Entender el concepto de una aproximacion por medio de una recta tangente

. Comparar el valor de la diferencial con el cambio real

. Estimar un error propagado utilizando una diferencial

. Encontrar la diferencial de una funcioén utilizando formulas de derivacion

& cru

Universidad
San Pablo




	Número de diapositiva 1
	Índice de contenidos
	Índice de contenidos II
	Índice de contenidos III
	Índice de contenidos IV
	Índice de contenidos V
	Índice de contenidos VI
	Índice de contenidos VII
	Una mirada previa al cálculo:�¿Qué es el cálculo?
	Una mirada previa al cálculo:�¿Qué es el cálculo? II
	Una mirada previa al cálculo:�¿Qué es el cálculo? III
	Una mirada previa al cálculo:�El problema de la recta tangente
	Una mirada previa al cálculo:�El problema del área
	Cálculo de límites de manera gráfica y numérica:�Introducción a los límites
	Cálculo de límites de manera gráfica y numérica:�Límites que no existen
	Cálculo de límites de manera gráfica y numérica:�Definición formal de límite
	Cálculo de límites de manera gráfica y numérica:�Definición formal de límite II
	Cálculo analítico de límites:�Propiedades de los límites
	Cálculo analítico de límites:�Propiedades de los límites II
	Cálculo analítico de límites:�Propiedades de los límites III
	Cálculo analítico de límites:�Propiedades de los límites IV
	Cálculo analítico de límites:�Propiedades de los límites V
	Cálculo analítico de límites:�Técnicas analíticas para calcular límites
	Cálculo analítico de límites:�Técnicas analíticas para calcular límites II
	Cálculo analítico de límites:�Técnicas analíticas para calcular límites III
	Cálculo analítico de límites:�Técnicas analíticas para calcular límites IV
	Cálculo analítico de límites:�Técnicas analíticas para calcular límites V
	Continuidad y límites laterales o unilaterales:�Continuidad en un punto y en un intervalo abierto
	Continuidad y límites laterales o unilaterales:�Continuidad en un punto y en un intervalo abierto II
	Continuidad y límites laterales o unilaterales:�Continuidad en un punto y en un intervalo abierto III
	Continuidad y límites laterales o unilaterales:�Continuidad en un punto y en un intervalo abierto IV
	Continuidad y límites laterales o unilaterales:�Límites laterales y continuidad en un intervalo cerrado
	Continuidad y límites laterales o unilaterales:�Límites laterales y continuidad en un intervalo cerrado II
	Continuidad y límites laterales o unilaterales:�Límites laterales y continuidad en un intervalo cerrado III
	Continuidad y límites laterales o unilaterales:�Propiedades de la continuidad
	Continuidad y límites laterales o unilaterales:�Propiedades de la continuidad II
	Continuidad y límites laterales o unilaterales:�Propiedades de la continuidad III
	Continuidad y límites laterales o unilaterales:�Teorema del valor intermedio
	Continuidad y límites laterales o unilaterales:�Teorema del valor intermedio
	Límites infinitos:�Introducción a los límites infinitos
	Límites infinitos:�Introducción a los límites infinitos II
	Límites infinitos:�Asíntotas verticales
	Límites infinitos:�Asíntotas verticales II
	Límites infinitos:�Asíntotas verticales III
	Límites infinitos:�Asíntotas verticales IV
	La derivada:�La derivada y el problema de la recta tangente
	La derivada:�La derivada y el problema de la recta tangente II
	La derivada:�Derivada de una función
	La derivada:�Derivada de una función II
	La derivada:�Derivabilidad y continuidad
	La derivada:�Derivabilidad y continuidad II
	La derivada:�Derivabilidad y continuidad III
	Reglas básicas de derivación y razón de cambio:�La regla de la constante
	Reglas básicas de derivación y razón de cambio:�La regla de la potencia
	Reglas básicas de derivación y razón de cambio:�La regla del múltiplo constante
	Reglas básicas de derivación y razón de cambio:�Las reglas de suma y diferencia
	Reglas básicas de derivación y razón de cambio:�Derivada de las funciones seno y coseno
	Reglas básicas de derivación y razón de cambio:�Razón de cambio
	Reglas básicas de derivación y razón de cambio:�Razón de cambio II
	Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:�La regla del producto
	Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:�La regla del cociente
	Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:�Derivadas de las funciones trigonométricas
	Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:�Derivadas de las funciones trigonométricas II
	Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:�Derivadas de orden superior
	Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:�Derivadas de orden superior II
	La regla de la cadena:�Introducción a la regla de la cadena
	La regla de la cadena:�Introducción a la regla de la cadena II
	La regla de la cadena:�Introducción a la regla de la cadena III
	La regla de la cadena:�La regla general de la potencia
	La regla de la cadena:�Simplificación de derivadas
	La regla de la cadena:�Simplificación de derivadas II
	La regla de la cadena:�Simplificación de derivadas III
	La regla de la cadena:�Funciones trigonométricas y regla de la cadena
	La regla de la cadena:�Funciones trigonométricas y regla de la cadena II
	RESUMEN de las reglas de derivación estudiadas hasta el momento
	Derivación implícita:�Funciones explícitas e implícitas
	Derivación implícita:�Estrategias para la derivación implícita
	Razones de cambio relacionadas:�Cálculo de razones de cambio relacionadas 
	Razones de cambio relacionadas:�Solución de problemas con razones de cambio relacionadas
	Razones de cambio relacionadas:�Solución de problemas con razones de cambio relacionadas II
	Derivación de funciones trascendentes:�Función logaritmo natural
	Derivación de funciones trascendentes:�Función logaritmo natural II
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones inversas
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones inversas II
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones inversas III
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones exponenciales y otras bases distintas de e
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones exponenciales y otras bases distintas de e II
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones exponenciales y otras bases distintas de e III
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones exponenciales y otras bases distintas de e IV
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones trigonométricas inversas
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones trigonométricas inversas II
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones trigonométricas inversas III
	RESUMEN de las reglas básicas de derivación de funciones elementales:�funciones algebraicas + funciones trascendentes
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones hiperbólicas
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones hiperbólicas II
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones hiperbólicas III
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones hiperbólicas IV
	Derivación de funciones trascendentes:�Funciones hiperbólicas V
	Formas indeterminadas y la regla de L’Hôpital
	Formas indeterminadas y la regla de L’Hôpital II
	Formas indeterminadas y la regla de L’Hôpital III
	Extremos en un intervalo:�Extremos de una función
	Extremos en un intervalo:�Extremos relativos y puntos o números críticos
	Extremos en un intervalo:�Extremos relativos y puntos o números críticos II
	Extremos en un intervalo:�Extremos relativos y puntos o números críticos III
	Extremos en un intervalo:�Extremos relativos y puntos o números críticos IV
	Extremos en un intervalo:�Determinación de extremos en un intervalo cerrado
	El teorema de Rolle y el teorema del valor medio:�Teorema de Rolle
	El teorema de Rolle y el teorema del valor medio:�Teorema de Rolle II
	El teorema de Rolle y el teorema del valor medio:�Teorema del valor medio
	El teorema de Rolle y el teorema del valor medio:�Teorema del valor medio II
	Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:�Funciones crecientes y decrecientes
	Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:�Funciones crecientes y decrecientes II
	Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:�Funciones crecientes y decrecientes III
	Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:�Funciones crecientes y decrecientes IV
	Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:�Criterio de la primera derivada
	Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:�Criterio de la primera derivada II
	Concavidad y el criterio de la segunda derivada:�Concavidad
	Concavidad y el criterio de la segunda derivada:�Concavidad II
	Concavidad y el criterio de la segunda derivada:�Concavidad III
	Concavidad y el criterio de la segunda derivada:�Puntos de inflexión
	Concavidad y el criterio de la segunda derivada:�Puntos de inflexión II
	Concavidad y el criterio de la segunda derivada:�Criterio de la segunda derivada
	Concavidad y el criterio de la segunda derivada:�Criterio de la segunda derivada II
	Concavidad y el criterio de la segunda derivada:�Criterio de la segunda derivada III
	Límites al infinito:�Límites en el infinito
	Límites al infinito:�Límites en el infinito II
	Límites al infinito:�Asíntotas horizontales
	Límites al infinito:�Asíntotas horizontales II
	Límites al infinito:�Asíntotas horizontales III
	Límites al infinito:�Asíntotas horizontales IV
	Límites al infinito:�Límites infinitos al infinito
	Límites al infinito:�Límites infinitos al infinito II
	Análisis de gráficas
	Análisis de gráficas II
	Análisis de gráficas III
	Análisis de gráficas IV
	Problemas de optimización
	Problemas de optimización II
	Problemas de optimización III
	Diferenciales: �Aproximaciones por recta tangente
	Diferenciales: �Aproximaciones por recta tangente II
	Diferenciales: �Definición de diferenciales
	Diferenciales: �Propagación del error
	Diferenciales: �Propagación del error II
	Diferenciales: �Cálculo de diferenciales
	Diferenciales: �Cálculo de diferenciales II
	Resumen
	Resumen II
	Resumen III
	Resumen IV

