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Antiderivadas o primitivas e integración indefinida: 
Introducción a las antiderivadas o primitivas 

 

 

 

 

 
 

Demostración: 

 Si G es una antiderivada de f y se define H tal que H(x) = G(x) – F(x), siendo H continua en               
[a, b] y diferenciable en (a, b), mediante el teorema del valor medio: H’(c) = [H(b)-H(a)]/(b-a) 
para algún c en (a, b). Sin embargo, H’(c) = 0, por lo que H es constante  G(x) = F(x) + C 

 Si G(x) = F(x) + C, F’(x) = f(x) y C es constante, entonces:  
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Cuando se escribe una ecuación diferencial de la forma dy/dx = f(x) es conveniente 
reescribirla de la forma: dy = f(x) dx 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

• La operación para determinar todas las 
soluciones de esta ecuación se denomina 
antiderivación o integración indefinida 

• La solución general se denota mediante  

• La expresión se lee como la antiderivada o 
primitiva de f con respecto a x 

• La diferencial de dx sirve para identificar a x 
como la variable de integración 
 

Antiderivadas o primitivas e integración indefinida: 
Notación para antiderivadas o primitivas 
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Antiderivadas o primitivas e integración indefinida: 
Reglas básicas de integración 
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Antiderivadas o primitivas e integración indefinida: 
Reglas básicas de integración II 

NOTA: El patrón general de integración es similar al de la derivación 

 
Ejemplo: 
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Antiderivadas o primitivas e integración indefinida: 
Condiciones iniciales y soluciones particulares 

Ejemplo: Determinación de una solución particular 

¿Qué curva F(x) pasa por el punto (2 , 4)? 

 

 

 

 

• Utilizando la condición inicial en la solución general, es posible 
determinar que F(2) = 8 – 2 + C = 4, lo que implica que C = -2 

• De tal modo se obtiene: 
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Área: 
Notación sigma 

NOTA: Objetivo  relacionar la antiderivación con el cálculo de áreas 
1. Entender la notación sigma, el concepto de área y determinar áreas utilizando límites 
2. Encontrar la relación con la antiderivación a través del teorema fundamental del cálculo 

Recordar… 

 

 

 

 
 
 

14 



Área: 
Sumas superior e inferior 

Para aproximar el área de una región bajo una curva… 

1. Se subdivide el intervalo [a, b] en n subintervalos 
 
 
 

2. Como f es continua, el teorema del valor extremo garantiza la 
existencia de un mínimo y un máximo de f(x) en cada subintervalo 

 
 
 

3. Se define para cada intervalo un rectángulo inscrito y otro 
circunscrito tales que: 
 
 

4. Suma de las áreas de los rectángulos inscritos: suma inferior 
5. Suma de las áreas de los rectángulos circunscritos: suma superior 
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Área: 
Sumas superior e inferior II 
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Área: 
Sumas superior e inferior III 

Ejemplo: Hallar el área mediante la definición de límite 

Encontrar el área de la región limitada por: 

• La gráfica f(x) = x3 

• El eje x 

• Las rectas verticales x = 0 y x = 1 

f es continua y no negativa en  [0, 1] 

Dividimos el intervalo [0, 1] en n subintervalos: ∆x = 1/n 

Elegir cualquier valor de x en el i-ésimo intervalo,                        
por ejemplo, los puntos terminales derechos ci = i/n 
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Sumas de Riemann e integrales definidas: 
Sumas de Riemann 

 

 

 

 

 

El ancho del subintervalo más grande de la partición ∆ es la norma  || ∆ || 

Si todos los subintervalos tienen la misma anchura, la partición es regular    

En una partición general, la norma se relaciona con el número de subintervalos  

                                                             (el recíproco no es cierto a no ser que la partición sea regular) 
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Sumas de Riemann e integrales definidas: 
Integrales definidas 
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Sumas de Riemann e integrales definidas: 
Integrales definidas II 

Ejemplo: Evaluación de una integral definida como límite: 

La función f(x) = 2x es integrable en [-2, 1] porque es continua en [-2 , 1] 

Definimos ∆ subdividiendo [-2, 1] en n intervalos de la misma anchura, 
eligiendo ci como el punto terminal derecho de cada subintervalo: 

 
De este modo, la integral definida está dada por: 
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Sumas de Riemann e integrales definidas: 
Integrales definidas III 
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Sumas de Riemann e integrales definidas: 
Propiedades de las integrales definidas 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
22 



Sumas de Riemann e integrales definidas: 
Propiedades de las integrales definidas II 
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El teorema fundamental del cálculo: 
Estudio del teorema fundamental del cálculo 

La derivación y la integración definida tienen una relación “inversa” 

 

 

 

 

 

 

 

NOTA: El teorema fundamental del cálculo establece que los procesos de límite (utilizados para 
definir la derivada y la integral definida) preservan esta relación inversa 
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Demostración:  

Sea ∆ la siguiente partición de [a, b]: 

Resta y suma de términos análogos:   

De acuerdo con el teorema del valor medio: 

F(b) – F(a) = Suma de Riemann de f en [a, b]:  

por lo que, en el límite cuando ||∆||  0:  

 

 

El teorema fundamental del cálculo: 
Estudio del teorema fundamental del cálculo II 
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El teorema fundamental del cálculo: 
Estudio del teorema fundamental del cálculo III 
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El teorema fundamental del cálculo: 
Estudio del teorema fundamental del cálculo IV 

Ejemplo: Empleo del teorema fundamental del cálculo par encontrar un área 

Encontrar el área de la región delimitada por: 

• La gráfica de y = 2x2 – 3x +2 

• El eje y 

• Las rectas verticales x = 0 y x =2 

Notar que y > 0 en el intervalo [0, 2] 
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El teorema fundamental del cálculo: 
El teorema del valor medio para integrales 
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El teorema fundamental del cálculo: 
Valor medio de una función 

29 

¿Por qué se define así el promedio de f? 
Se divide [a, b] en n intervalos de igual anchura ∆x = (b – a) / n 
Si ci es cualquier punto en el i-ésimo intervalo, la media 
aritmética de los valores de la función en los ci está dada por:  
 
 
 
 
 

En el límite (                 ), se obtiene el valor medio de f en [a, b] 



El teorema fundamental del cálculo: 
El segundo teorema fundamental del cálculo 

 

 

 

 

Demostración: 

 

Por el teorema del valor medio para integrales (suponiendo ∆x > 0), se sabe que existe un número c en 
el intervalo [x, x + ∆x] tal que la integral anterior es igual a f(c) ∆x. Además, como x ≤ c ≤ x + ∆x se sigue 
que c  x  cuando ∆x  0. De tal modo: 
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El teorema fundamental del cálculo: 
El segundo teorema fundamental del cálculo II 

Ejemplo: Empleo del segundo teorema fundamental del cálculo 

Encontrar la derivada de:  

 

 

Haciendo u = x3, se aplica el segundo teorema fundamental del cálculo y la regla de la cadena: 

 

 
Comprobación: 
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Integración por sustitución: 
Reconocimiento de patrones 

La sustitución en la integración es comparable a la regla de la cadena en la derivación  

RECORDAR… 

• Para funciones derivables dadas por y = F(u) y u = g(x):  

• De acuerdo con la definición de una antiderivada o primitiva: 
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Integración por sustitución: 
Reconocimiento de patrones II 

Ejemplo: Reconocimiento del patrón f(g(x))g’(x) 

 

g(x) = x2 +1 
g’(x) = 2x  al integrando le falta un factor 2  multiplicamos y dividimos entre 2 

 

 

 

 

 

NOTA: la regla del múltiplo constante se aplica solamente a constantes. No se pude multiplicar y 
dividir por una variable y después mover la variable fuera del signo integral  
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Integración por sustitución: 
Cambio de variable 

Técnica del cambio de variable: 

Si u = g(x), entonces du = g’(x)dx   

 

 

 

 

 

 

NOTA: Aunque este procedimiento puede implicar más pasos que el reconocimiento de 
patrones, es útil para integrandos complicados 
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Integración por sustitución: 
Cambio de variable II 

Ejemplo: Cambio de variable 

 

 

• Debido a que sen2 3x = (sen 3x)2, podemos tomar u = sen 3x  du = (cos 3x) (3) dx 

• Como cos 3x dx es parte de la integral original, puede escribirse: du/3 = cos 3x dx 

• Sustituyendo u y du/3 en la integral original, se obtiene: 
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Integración por sustitución: 
La regla general de la potencia para integrales 
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Ejemplo:  

 

 

 

 



Integración por sustitución: 
Cambio de variable para integrales definidas 
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Ejemplo: 

 

  

 

 

 

 
 



Integración por sustitución: 
Integración de funciones pares e impares 

En ocasiones se puede simplificar el cálculo de una integral definida 
(en un intervalo que es simétrico respecto al eje y o respecto al origen) 
reconociendo que el integrando es una función par o impar 

 

 

 

 

 
 

RECORDAR… 
• Función par  f(x) = f(-x) 
• Función impar  f(x) = -f(-x) 

 

 

38 



Integración de funciones trascendentes: 
Función logaritmo natural 
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Integración de funciones trascendentes: 
Función logaritmo natural II 

RECORDAR… 

 

 

 

 

 
Como du = u’ dx, la segunda fórmula también puede expresarse como:  
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Integración de funciones trascendentes: 
Función logaritmo natural III 

Ejemplo: cambio de variable con la regla del logaritmo 

 
Si se toma u = x +1, entonces du = dx y x = u – 1 
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Integración de funciones trascendentes: 
Función logaritmo natural IV 

Con la regla del logaritmo, se puede completar el conjunto de reglas básicas de 
integración trigonométrica: 
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Integración de funciones trascendentes: 
Función logaritmo natural V 

Ejemplo: Encontrar un valor promedio utilizando la regla del logaritmo en funciones 
trigonométricas   

Encontrar el valor promedio de f(x) = tan x en el intervalo [0, π/4] 
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Integración de funciones trascendentes: 
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e 

 

 

 
 

Ejemplo: Cálculo de áreas acotadas o delimitadas por funciones exponenciales 
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Integración de funciones trascendentes: 
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e II 

Si el integrando contiene una función exponencial en una base distinta de e, hay dos 
opciones: 

1. Pasar a base e usando la fórmula ax = e(ln a)x 

2. Integrar directamente:  

 

 
Ejemplo: Integración de una función exponencial en una base distinta 
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Integración de funciones trascendentes: 
Funciones trigonométricas inversas 

RECORDAR… 

 

 

 

 

 
 

Ejemplo: completar el cuadrado y usar funciones trigonométricas inversas 
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RESUMEN de las reglas básicas de integración (a > 0) 
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Integración de funciones trascendentes: 
Funciones hiperbólicas 

 

 

 

 

 
Ejemplo:  
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Integración de funciones trascendentes: 
Funciones hiperbólicas II 

 

 

 

 

 
Ejemplo: 
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Adaptación de integrandos a las reglas básicas de integración 

Para resolver cualquier problema de integración es necesario plantearse… 
¿qué regla básica de integración usar?  ADAPTAR LOS INTEGRANDOS 
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Adaptación de integrandos a las reglas básicas de integración II 

Ejemplo: Una sustitución del tipo a2 – u2 

 

 

 

 

El radical en el denominador puede escribirse de la forma  

Se puede probar la sustitución u = x3  du = 3x2 dx 
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Adaptación de integrandos a las reglas básicas de integración III 

Ejemplo: Una forma disfrazada de la regla de la potencia 

 
 
 

Considerando dos opciones para u: u = cot x y u = ln (sen x), se puede ver que la opción 
apropiada es la segunda ya que:  
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Integración por partes 

La técnica de la integración por partes es particularmente útil en integrandos que contengan 
productos de funciones algebraicas y trascendentes 
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Integración por partes II 
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Integración por partes III 

Ejemplo: Un integrando con un solo factor 

 

 

 

 
Utilizando la integración por partes tenemos que:  
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Integración por partes IV 

Ejemplo: Integraciones sucesivas por partes 

 
Los factores x2 y sen x son igualmente fáciles de integrar. Sin embargo, la derivada de x2 es más 
sencilla, por lo que elegimos la opción u = x2 

 

 

La integral de la derecha aún no se adapta a una regla básica de integración. Para evaluar esta 
integral, aplicamos de nuevo la integración por partes, con u = 2x 

 

 

 

 

56 



Integrales trigonométricas: 
Integrales que contienen potencias de seno y coseno 

Para evaluar integrales de este tipo, (m, n ≥ 0) es necesario intentar separarlas en combinaciones de 
integrales trigonométricas a las que pueda aplicarse la regla de la potencia 
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Integrales trigonométricas: 
Integrales que contienen potencias de seno y coseno II 

Ejemplo: La potencia del seno es impar y positiva (caso 1) 

 

 

Ya que se espera usar la regla de la potencia con u = cos x, se conserva un factor para formar du 
y se convierten los factores del seno restantes a cosenos 
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Integrales trigonométricas: 
Integrales que contienen potencias de secante y tangente 
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Integrales trigonométricas: 
Integrales que contienen potencias de secante y tangente II 

Ejemplo: La potencia de la tangente es impar y positiva (caso 2) 

 
Debido a que se espera usar la regla de la potencia con u = sec x, se conserva un factor de              
(sec x tan x) para formar du y se convierten los factores tangentes restantes a secantes 
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Integrales trigonométricas: 
Integrales que contienen los productos seno-coseno de ángulos diferentes 

En estos casos, es útil utilizar las identidades de producto – suma 

 

 

 
Ejemplo: Uso de la segunda identidad del producto-suma 
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Sustituciones trigonométricas: 
Sustituciones trigonométricas para evaluar integrales 

Sabiendo evaluar 
integrales que 

contienen potencias de 
funciones 

trigonométricas… 

 

es útil utilizar 
sustituciones 

trigonométricas para 
evaluar integrales que 

contienen cierto tipo de 
radicales 
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Sustituciones trigonométricas: 
 Sustituciones trigonométricas para evaluar integrales II 

Ejemplo: sustituciones trigonométricas (caso 3) y transformación de los límites de integración 

 

 

En este caso:  

 
Solución: 
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Sustituciones trigonométricas: 
 Sustituciones trigonométricas para evaluar integrales III 

Las sustituciones trigonométricas pueden usarse para evaluar las tres integrales 
listadas en el siguiente teorema: 
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Sustituciones trigonométricas: 
Aplicaciones de las sustituciones trigonométricas 

Ejemplo: Cálculo de la longitud de arco 

Encontrar la longitud de arco de la gráfica de f(x) entre x = 0 y x = 1 

 

Se parte de la fórmula para calcular la longitud de arco (s) y se integra utilizando las sustituciones 
trigonométrica adecuadas: 
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Fracciones simples o parciales: 
Método de las fracciones simples o parciales 

El método de las fracciones 
simples o parciales permite: 

 

descomponer una función 
racional en funciones racionales 
más simples para poder aplicar 

las fórmulas básicas de 
integración 
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Fracciones simples o parciales: 
Método de las fracciones simples o parciales II 

Ejemplo: Evaluar la integral sin utilizar el método de la descomposición en fracciones parciales, 
y posteriormente volver a evaluarla utilizando dicho método 

1. Sin descomposición en fracciones parciales  completar el cuadrado + cambio de variable 
trigonométrica 

 

 

 

 

2. Con descomposición en fracciones parciales 
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Fracciones simples o parciales: 
Método de las fracciones simples o parciales III 
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Fracciones simples o parciales: 
Método de las fracciones simples o parciales IV 

NOTA: 

1. No es necesario usar siempre la técnica de las fracciones parciales en las funciones 
racionales, a veces la integral puede resolverse más fácilmente por otros métodos 

2. Si el integrando no está en la forma reducida, a veces reduciéndolo se puede eliminar la 
necesidad de las fraccione parciales 

3. Pueden usarse las fracciones parciales con algunos cocientes que contienen funciones 
trascendentes 
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Fracciones simples o parciales: 
Factores lineales 

Ejemplo: Factores lineales repetidos 

 
 

En primer lugar, como el grado del denominador es mayor que el del numerador, se factoriza el 
denominador (si no nos lo dieran ya factorizado):   

 

Se incluye una fracción para cada potencia de x y (x + 1), se reescribe el integrando, se calculan 
los valores de A, B y C y finalmente se resuelve la integral 
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A = 6, B = -1 y C = 9 



Fracciones simples o parciales: 
Factores cuadráticos 

Ejemplo: Factores cuadráticos y lineales distintos 

 

 

 

Se comprueba que en este caso, el grado del denominador es mayor que el del numerador. Si el 
denominador no está factorizado, se factoriza, se incluye una fracción simple para cada factor, se 
calculan los valores de A, B, C y D y finalmente, se resuelve la integral 
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A = 2, B = -2, C = 2 y D = 4 



Otras técnicas de integración: 
Integración de funciones racionales de seno y coseno 

Cuando utilizando las técnicas de integración estudiadas hasta el momento no se consiguen 
resolver integrales que contienen funciones racionales de seno y coseno, puede probar a 
utilizarse la siguiente sustitución: 
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Otras técnicas de integración: 
Integración por tablas y fórmulas de reducción 

Existen TABLAS DE INTEGRACIÓN que pueden utilizarse como suplemento                  
(¡nunca como sustitución!) a las técnicas de integración estudiadas 

• Algunas integrales de las tablas son de la forma 

 

 Estas fórmulas de integración se llaman fórmulas de reducción porque reducen una 
integral dada a la suma de una función y una integral más simple 

Ejemplo: Integración por tablas utilizando fórmulas de reducción   
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Integrales impropias: 
Introducción a las integrales impropias 

RECORDAR… 

• La definición de integral definida requiere que el intervalo de integración [a, b] sea finito 

• El teorema fundamental del cálculo, por el que se evalúan las integrales definidas, 
requiere que f sea continua en [a, b] 

• ¿Cómo se evalúan las integrales que no satisfacen estos requisitos? 

 INTEGRALES IMPROPIAS 

o Cualquiera de los dos límites de integración son infinitos y/o 

o f tiene un número finito de discontinuidades infinitas en el intervalo [a, b] 

NOTA: Una función f tiene una discontinuidad infinita en c si, por la derecha o izquierda:  
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Integrales impropias: 
Integrales impropias con límites de integración infinitos 
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Integrales impropias: 
 Integrales impropias con límites de integración infinitos II 

Ejemplo: Una integral impropia divergente 
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Esta región no acotada tiene un 
área infinita 



Integrales impropias: 
 Integrales impropias con límites de integración infinitos III 

Ejemplo: Usando la regla de L’Hôpital con una integral impropia 

 

En primer lugar, se usa la integración por partes, con dv = e-x dx y u = (1 – x) 

 
Después, se aplica la definición de integral impropia 

 
Finalmente, se resuelve el límite utilizando la regla de L’Hôpital 
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Área = |-1/e|  



Integrales impropias: 
Integrales impropias con discontinuidades infinitas 
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Integrales impropias: 
Integrales impropias con discontinuidades infinitas II 

Ejemplo:  
Una integral impropia divergente 

 

 

Ejemplo:  
Una integral impropia con una discontinuidad infinita 
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Discontinuidad infinita 
en x = 0 



Integrales impropias: 
Integrales impropias con discontinuidades infinitas III 

Ejemplo: Una integral doblemente impropia 

 

Esta integral tiene un límite de integración es infinito y el integrando tiene una discontinuidad infinita 
en el límite exterior de integración 
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Para evaluar la integral, se elige un punto conveniente (por 
ejemplo x = 1), se reescribe la integral como suma de dos 
integrales, se integra y se toman los límites oportunos 

Área de la región 
infinita = π  



Área de una región entre dos curvas: 
Bases para el cálculo del área de una región entre dos curvas 

 

 

 

 
 

Demostración: 
Se puede dividir el intervalo [a, b] en n subintervalos de anchura ∆x y 
trazar un rectángulo representativo de anchura ∆x y altura f(xi) – g(xi) 
donde xi es un punto del i-ésimo intervalo 
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Área de una región entre dos curvas: 
Área de una región entre curvas que se intersecan 

Ejemplo: Curvas que se intersecan en más de dos puntos 

Hallar el área de la región comprendida entre las gráficas de f(x) = 3x3 – x2 – 10x y g(x) = -x2 + 2x 

Es necesario igualar f(x) y g(x) para encontrar las intersecciones 

 

 
 

 

g(x) ≤ f(x) en el intervalo [-2, 0] y f(x) ≤ g(x) en el intervalo [0, 2] 
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Se necesitan dos 
integrales 



Área de una región entre dos curvas: 
Área de una región entre curvas que se intersecan II 

Ejemplo: Rectángulos representativos horizontales 

Encontrar el área acotada por las gráfica de x = 3 – y2 y x = y + 1 

Consideramos g(y) = 3 – y2 y f(y) = y + 1  intersecciones en y = -2,  y = 1 

f(y) ≤ g(y) en el intervalo considerado, por lo que:  

 

 

 

 
 

NOTA: Si hubiésemos integrado con respecto a x, hubiéramos necesitado dos integrales, ya que 
la frontera superior habría cambiado en x = 2, aunque el resultado final hubiera sido el mismo 
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Área de una región entre dos curvas: 
La integral como un proceso de acumulación 

La integral para calcular el área entre dos curvas se ha desarrollado utilizando un rectángulo 
como elemento representativo: 

 
 

A PARTIR DE AHORA… 

Para cada nueva aplicación de la integral que estudiemos, el proceso será similar: 

• Se construirá un elemento representativo adecuado a partir de las fórmulas previas al cálculo 
que ya se conocen 

• Cada fórmula de integración se obtendrá sumando estos elementos representativos 
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Cálculo de volúmenes: 
Método de los discos 

Si una región en el plano gira alrededor de una recta, el sólido resultante es un sólido de 
revolución, y la recta se llama eje de revolución 

Ejemplo sencillo:  Volumen de un disco de radio R y anchura w   πR2w 

Volumen de un sólido general de revolución usando el método de los discos:  

1. Considerar un sólido de revolución formado al girar una región plana alrededor de un eje  

2. Considerar un rectángulo representativo de la región plana  si el rectángulo representativo 
gira alrededor del eje genera un disco representativo cuyo volumen es: ∆V = πR2 ∆x  
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3. Aproximar el volumen del 
sólido por el de los n discos 
de anchura ∆x y radio R(xi) 
y llevar al límite: 



Cálculo de volúmenes: 
Método de los discos II 

Esquemáticamente, el método de los discos se entiende como: 

 

 

 

 

NOTA: también puede usarse un eje de revolución vertical 
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Cálculo de volúmenes: 
Método de los discos III 

Ejemplo: Eje de revolución alrededor de una recta que no es 
un eje de coordenadas 

Encontrar el volumen del sólido formado al girar la región 
acotada por f(x) = 2 – x2 y g(x) = 1 alrededor de la recta y = 1 

Al igualar f(x) y g(x) se determina que las dos gráficas intersecan 
cuando x = ± 1  para encontrar el radio R(x) es necesario 
restar g(x) de f(x): 

R(x) = f(x) – g(x) = (2 – x2) – 1 = 1 – x2 

Finalmente, se integra entre -1 y 1: 
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Cálculo de volúmenes: 
Método de los discos IV 

Método de las arandelas (anillos): generalización del método de los discos para cubrir 
sólidos de revolución huecos 

• Volumen de la arandela (radio exterior R, radio interior r)  π (R2 – r2) w 

• Volumen del sólido de revolución:  

Ejemplo: integración con respecto a y, con dos integrales 
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Encontrar el volumen del sólido formado al 
girar la región acotada por y = x2 + 1, y = 0,    
x = 0 y x = 1 alrededor del eje y 

 

 

 

 



Cálculo de volúmenes: 
Método de los discos V 

Sólidos con secciones transversales conocidas: 
Con el método de los discos se puede encontrar el volumen de un 
sólido teniendo una sección transversal con área conocida 

 

 
 

Ejemplo: Secciones transversales triangulares 
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x varía entre 0 y 2 



Cálculo de volúmenes: 
Método de las capas 

El método de las capas es un método alternativo para calcular el volumen de un sólido de 
revolución  utiliza capas cilíndricas 

Ejemplo sencillo: volumen de una capa de un cilindro 

• Considerar un rectángulo representativo de anchura w y altura h (p es la distancia entre el eje de 
revolución y el centro del rectángulo) 

• Considerar que este rectángulo gira alrededor de su eje de revolución formando una capa 
cilíndrica (o tubo) de espesor w cuyo volumen es:  
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Volumen de un sólido general de revolución usando el método de las capas: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

1. Considerar un rectángulo horizontal de anchura ∆y 

2. Considerar que la región plana gira alrededor de una 
recta paralela al eje x  el rectángulo genera una 
capa representativa cuyo volumen es: 

3. Aproximar el volumen del sólido por n capas de 
espesor ∆y, de altura h(yi) y radio medio p(yi) y llevar 
al límite: 

 

 

 

 

Cálculo de volúmenes: 
Método de las capas II 
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Cálculo de volúmenes: 
Método de las capas III 

Ejemplo: Uso del método de las capas para encontrar un volumen 

Encontrar el volumen del sólido de revolución formado al girar la región acotada por la gráfica de  

                     y el eje y (0 ≤ y ≤ 1) alrededor del eje x 

El eje de revolución es horizontal, por tanto, para utilizar el método de las capas, hay que usar un 
rectángulo representativo horizontal 

La anchura ∆y indica que y es la variable de integración 

La distancia al centro del rectángulo del eje de revolución es p(y) = y 

La altura del rectángulo es h(y) =              
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y varía 
entre 0 y 1 



Cálculo de volúmenes: 
Comparación de los métodos de los discos y las capas 

Los métodos de los discos y de las capas pueden distinguirse porque: 
• En el método de los discos, el rectángulo representativo siempre es perpendicular al eje 

de revolución 

• En el método de las capas, el rectángulo representativo siempre es paralelo al eje de 
revolución  
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Cálculo de volúmenes: 
Comparación de los métodos de los discos y las capas II 

Ejemplo: Caso en que es preferible el método de las capas 

Encontrar el volumen del sólido formado al girar la región acotada por y = x2 + 1, y = 0,  x = 0 y x = 1 
alrededor del eje y 
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• Al resolver este mismo ejemplo con el método de las 
arandelas vimos que eran necesarias dos integrales para 
determinar el volumen del sólido 

• Si aplicamos el método de las capas, solamente es 
necesaria una integral para encontrar el volumen 

 

 

 

 

 



Longitud de arco y superficies de revolución: 
Longitud de arco 

Definimos  curva rectificable como aquella que tiene una longitud de arco finita 

NOTA: Una condición suficiente para que la gráfica de una función f sea rectificable entre (a, f(a)) y           
(b, f(b)) es que f’ sea continua sobre [a, b]  dicha función es continuamente derivable sobre [a, b] y 
su gráfica en este intervalo es una curva suave 

Considerar una función y = f(x) tal que es continuamente derivable en [a, b]  se puede aproximar la 
gráfica de f por n segmentos de recta (de igual ancho), de manera que:  

 

 
Utilizando el teorema del valor medio para definir f’(ci) y llevando la expresión anterior al límite, se 
define la LONGITUD DE ARCO de f entre a y b como: 
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Longitud de arco y superficies de revolución: 
Longitud de arco II 

Ejemplo:  

Encontrar la longitud de arco de f(x) en el intervalo [1/2, 2] 

 

 

En primer lugar, se calcula f’(x): 

 

 
Y después, se calcula la longitud de arco buscada: 

 
 

 

 
96 



Longitud de arco y superficies de revolución: 
Área de una superficie de revolución 

Si la gráfica de una función continua gira alrededor de una recta, la superficie resultante es una 
superficie de revolución 
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Ejemplo sencillo:  

• Considerar el segmento de la recta de la figura, 
donde L es la longitud del segmento de la recta 

•  r1 es el radio en el extremo izquierdo del segmento 
de la recta y r2 es el radio en el extremo derecho 

• Cuando el segmento de la recta gira alrededor de su 
eje de revolución:  



Longitud de arco y superficies de revolución: 
Área de una superficie de revolución II 

Suponer que gráfica de una función f, que tiene una derivada continua en el intervalo [a, b], se gira 
alrededor del eje x para formar una superficie de revolución: 

Sea ∆ una partición de [a, b], con n subintervalos de anchura ∆xi, entonces el segmento de la recta de 
longitud ∆Li genera un tronco de un cono 

Sea ri el radio medio de este cono, por el teorema del valor intermedio, existe un punto di (en el          
i-ésimo intervalo) tal que ri = f(di) de manera que el área de la superficie lateral ∆Si del tronco es: 

 

Utilizando el teorema del valor medio sabemos que f’(ci) = ∆yi/∆xi y aproximando el área total como la 
suma de las áreas generadas por cada subintervalo considerado y llevando la expresión al límite, 
tenemos que el área S de la superficie de revolución considerada es:  
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Longitud de arco y superficies de revolución: 
Área de una superficie de revolución III 

NOTA: Si en vez de girar alrededor del eje x, f gira alrededor de cualquier otro eje horizontal, la 
expresión se puede generalizar, teniendo en cuenta que r(x) es la distancia entre la gráfica de f y 
el eje de revolución considerado 

 

Ejemplo: Área de una superficie de revolución 

Encontrar el área de la superficie formada al girar la gráfica  
de f(x) en el intervalo [0, 1] alrededor del eje x 

f(x) = x3 

En este caso, como f gira alrededor del eje x  r(x) = f(x) 
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Trabajo: 
Trabajo realizado por una fuerza constante 

El TRABAJO determina la energía necesaria para realizar una tarea y en general, es 
realizado por una fuerza (constante o variable) cuando ésta desplaza un objeto 

 

 

 

Ejemplo: Levantamiento de un objeto 

Determinar el trabajo realizado al levantar un objeto de 50 Kg a 4 metros: 

W = F ∙ D = P ∙ D = m ∙ g ∙ D = 50 Kg ∙ 9.81 m/s2 ∙ 4 m = 1962 Kg ∙ m2 / s2 = 1962 J 

NOTA: 
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Trabajo: 
Trabajo realizado por una fuerza variable 

 

 

 

 

Demostración: 

Se divide al intervalo [a, b] en n subintervalos iguales de anchura ∆xi  en el i-ésimo intervalo:  

 
 

Se aproxima el trabajo total y después se lleva la expresión al límite:  
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Trabajo: 
Trabajo realizado por una fuerza variable II 

LEYES FÍSICAS BÁSICAS 

1. Ley de Hooke:  La fuerza F requerida para comprimir o estirar un resorte o muelle (dentro 
de sus límites elásticos) es proporcional a la distancia d que el resorte es comprimido o 
estirado de su longitud, siendo k la constante de proporcionalidad (del resorte) 

2. Ley de Newton de gravitación universal: La fuerza F de atracción entre dos partículas de 
masas m1 y m2 es proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional al 
cuadrado de la distancia d entre las dos partículas 

3. Ley de Coulomb: La fuerza F entre dos cargas q1 y q2 en el vacío es proporcional al producto 
de las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia d entre las dos cargas 
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Trabajo: 
Trabajo realizado por una fuerza variable III 

Ejemplo: Compresión de un resorte o muelle 

Una fuerza de 750 libras comprime un resorte 3 pulgadas de su longitud natural de 15 pulgadas 

Encontrar el trabajo realizado al comprimir el resorte 3 pulgadas adicionales 
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• Por la ley de Hooke, F(x) = kx 

• Se tiene que: F(3) = 750 = 3k  k = 250  F(x) = 250x 

• Para encontrar el incremento de trabajo, se puede 
asumir que la fuerza requerida para comprimir el 
resorte un pequeño ∆x es casi constante, por lo que: 

 

• Calculamos el trabajo total: 

 

 
 



Momentos, centros de masa y centroides: 
Masa 

La masa es una medida de resistencia de un cuerpo al cambiar su estado de movimiento, y 
es independiente del sistema gravitatorio particular en el que se encuentre 

TABLA DE MEDIDAS DE MASA Y FUERZA Y FACTORES DE CONVERSIÓN: 
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Centro de masa de un sistema unidimensional 

El momento de la masa m sobre el punto P, siendo x posición de m respecto a P, es: 

 

Para generalizar esta definición, se puede introducir una recta de coordenadas con el origen en el 
punto de apoyo  la tendencia del sistema a girar sobre el origen en el momento respecto al 
origen, y se define como: 

 
 

Si M0 = 0 el sistema está en equilibrio  para un sistema que no está en equilibrio, el centro de 
masa es el punto en el que hay que colocar el punto de apoyo para lograr el equilibrio 

 

 

 

 

Momentos, centros de masa y centroides: 
Centros de masa 

105 



Momentos, centros de masa y centroides: 
Centros de masa II 

 

 

 

 

Ejemplo: Centro de masa de un sistema lineal (unidimensional) 

 

 

M0 = m1x1 + m2x2 + m3x3 + m4x4 = 10(-5) + 15(0) + 5(4) + 10(7) = 40 
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Momentos, centros de masa y centroides: 
Centros de masa III 

Centro de masa de un sistema bidimensional 

El concepto de momento se puede extender a dos dimensiones considerando un sistema de 
masas localizado en el plano xy en los puntos (x1, y1), (x2, y2), … (xn, yn)  se definen dos 
momentos, uno con respecto al eje x y otro con respecto al eje y 
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Momentos, centros de masa y centroides: 
Centros de masa IV 

NOTA: En general, el momento sobre una recta es la suma del producto de las masas y las 
distancias dirigidas de los puntos de la recta 

 

Ejemplo: Centro de masa de un sistema bidimensional 

Encontrar el centro de masa de un sistema de masas puntuales m1 = 6, m2 = 3, m3 = 2 y m4 = 9 
localizadas en: (3, -2), (0, 0), (-5, 3) y (4, 2) 
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Por lo que:  

 

 

 



Centro de masa de una lámina plana (punto de equilibrio) 

La masa de una región plana de densidad uniforme ρ, limitada por las gráficas de y = f(x), y = g(x) y a ≤ 
x ≤ b (siendo f y g continuas tal que f(x) ≥ g(x) en [a, b]) es: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para encontrar el centro de masa de la lámina, se divide el intervalo 
[a, b] en n subintervalos de igual ∆x  para el i-ésimo intervalo: 

 

 

Considerando esta masa localizada en el centro (xi, yi) del 
rectángulo, la distancia dirigida del eje x a (xi, yi) es                               
yi = [f(xi) + g(xi )]/2  el Momento (Mix) respecto del eje x es: 

 

 

 

Momentos, centros de masa y centroides: 
Centros de masa V 
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Momentos, centros de masa y centroides: 
Centros de masa VI 

Centro de masa de una lámina plana (punto de equilibrio) 

Al sumar los momentos y tomar el límite tenemos que:  
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Momentos, centros de masa y centroides: 
Centros de masa VII 

Ejemplo: Centroide de una región plana 

 NOTA: El centro de masa de una lámina de densidad uniforme sólo depende de la forma de 
la lámina y no se su densidad. En estos casos, el punto (        ) se llama centroide de la región 

Encontrar el centroide de la región limitada por las gráficas de f(x) = 4 – x2 y g(x) = x + 2 
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yx,

Las dos gráficas se cortan en los puntos (-2, 0) y (1, 3), por lo 
que el área de la región que delimitan es: 

 

El centroide de esta región, se calcula entonces como: 

 

 

 

 

 



Momentos, centros de masa y centroides: 
Teorema de Pappus 

TEOREMA DE PAPPUS 

Sea R una región del plano y sea L una recta en el mismo plano tal que L no interseca en el 
interior de R 
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Si r es la distancia entre el centroide de R y la recta, entonces 
el volumen V del sólido de revolución formado al girar R 
sobre la recta es: 

V = 2πrA 

donde A es el área de R 
 
NOTA: Observar que 2πr es la distancia recorrida por el 
centroide cuando la región gira en torno a la recta 
 
  



Momentos, centros de masa y centroides: 
Teorema de Pappus II 

Ejemplo: Encontrar el volumen de un toroide usando el teorema de Pappus 

El toroide se forma al girar la región circular limitada por (x – 2)2 + y2 = 1 alrededor del eje y 

• El centroide de la región circular es (2, 0)  la distancia entre el centroide y el eje de 
revolución es r = 2 

• El área de la región circular es A = πrc
2 = π (ya que el radio de la región circular es 1, rc = 1) 

• Aplicando el teorema de Pappus, el volumen del toroide es: V = 2πrA= 2π(2)(π) = 4π2 
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Presión y fuerza de un fluido 

La presión se define como la fuerza ejercida por unidad de área en la superficie de un cuerpo 

 

 

 

 

Cuando se calcular la presión de un fluido, se puede usar una importante ley física denominada 
PRINCIPIO DE PASCAL  la presión ejercida por un fluido a una profundidad h es exactamente 
igual en todas direcciones: 

Fuerza del fluido = F = PA = (presión) (área) 
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Presión y fuerza de un fluido II 

Suponer que una lámina vertical se sumerge en un fluido de peso w (por unidad de volumen)  

para determinar la fuerza total ejercida sobre una cara entre la profundidad c y la profundidad 
d, se puede dividir el intervalo [c, d] en n subintervalos de anchura ∆y, de manera que: 
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Presión y fuerza de un fluido III 

Ejemplo: Fuerza de un fluido sobre una superficie vertical 

Una ventana circular para observación en un buque tiene un radio de 1 pie, y el centro de la ventana 
está a 8 pies de distancia del nivel del agua ¿Cuál es la fuerza del fluido sobre la ventana? 

Para aprovechar la simetría, se localiza un sistema de coordenadas tal que el origen coincida con el 
centro de la ventana  la profundidad en y es entonces: 
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La longitud horizontal de la ventana es 2x, y se puede usar la 
ecuación para el círculo x2 + y2 = 1 y resolver para x: 

 

Finalmente, se tiene que:  

 

 

 

 



Resumen 

Al finalizar este capítulo, debemos ser capaces de… 
• Escribir la solución general de una ecuación diferencial 
• Usar la notación de la integral indefinida para las antiderivadas o primitivas 
• Utilizar las reglas de la integración básicas para encontrar antiderivadas 
• Encontrar una solución particular de una ecuación diferencial 
• Emplear la notación sigma para escribir y calcular una suma 
• Entender el concepto de área 
• Aproximar el área de una región plana 
• Determinar el área de una región plana usando límites 
• Entender la definición de una suma de Riemann 
• Hallar una integral definida utilizando límites 
• Calcular una integral definida utilizando las propiedades de las integrales definidas 
• Evaluar una integral definida utilizando el teorema fundamental del cálculo 
• Entender y utilizar el teorema del valor medio para integrales 
• Encontrar el valor medio de una función sobre un intervalo cerrado 
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Resumen II 

Al finalizar este capítulo, debemos ser capaces de… 
• Entender y utilizar el segundo teorema fundamental del cálculo 
• Entender y utilizar el teorema del cambio neto 
• Utilizar el reconocimiento de patrones para encontrar una integral definida 
• Emplear un cambio de variable para determinar una integral definida 
• Utilizar la regla general de las potencias para la integración con el fin de determinar una 

integral definida 
• Calcular la integral definida que incluya una función par o impar 
• Integrar las principales funciones trascendentes 
• Utilizar los procedimientos adecuados para adaptar integrandos a las reglas básicas de 

integración 
• Encontrar una antiderivada o primitiva usando la integración por partes 
• Resolver integrales trigonométricas que contengan potencias de seno y coseno, potencias 

de secante y tangente o productos de seno-coseno con ángulos diferentes 
• Usar sustituciones trigonométricas para resolver una integral 
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Resumen III 

Al finalizar este capítulo, debemos ser capaces de… 
• Usar las integrales resueltas a partir de sustituciones trigonométricas para  
 formular y resolver aplicaciones de la vida real 
• Entender el concepto de una descomposición en fracciones simples o parciales 
• Usar la descomposición en fracciones simples con los factores lineales para integrar las 

funciones racionales 
• Usar la descomposición de fracciones simples con los factores cuadráticos para integrar las 

funciones racionales 
• Evaluar una integral indefinida usando una tabla de integrales y usando fórmulas de 

reducción 
• Evaluar una integral indefinida que involucra funciones racionales de seno y coseno 
• Reconocer los límites que producen las formas indeterminadas 
• Aplicar la regla de L’Hôpital para evaluar un límite 
• Evaluar una integral impropia que tiene un límite de integración infinito 
• Evaluar una integral impropia que tiene una discontinuidad infinita 
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Resumen IV 

Al finalizar este capítulo, debemos ser capaces de… 
• Encontrar el área de una región entre curvas que se intersecan usando  
 integración 
• Describir la integración como un proceso de acumulación 
• Encontrar el volumen de un sólido de revolución usando el método de los discos y de un 

sólido de revolución hueco usando el método de las arandelas 
• Encontrar el volumen de un sólido con las secciones transversales conocidas a partir de una 

generalización del método de los discos 
• Encontrar el volumen de un sólido de revolución mediante el método de las capas 
• Comparar los usos del método de los discos y el método de las capas 
• Encontrar la longitud del arco de una curva suave 
• Encontrar el área de una superficie de revolución 
• Encontrar el trabajo realizado por una fuerza constante y por una fuerza variable 
• Entender la definición de masa 
• Encontrar el centro de masa en un sistema unidimensional y en un sistema bidimensional 
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Resumen V 

Al finalizar este capítulo, debemos ser capaces de… 
• Localizar el centro de masa en una lámina plana 
• Usar el teorema de Pappus para encontrar el  volumen de un sólido de  
 revolución 
• Encontrar la presión y la fuerza de un fluido 
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